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本 书 原 名 为 gepace Groups for Solid State Scientists). 
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多 年 来 ， 各 种 名 样 的 固体 问题 ， 其 中 包括 结构 上 十 分 复杂 的 
晶体 问题 ， 如 电子 能 带 理论 、 点 阵 动 力学 、 各 种 频谱 学 等 ， 已 经 
日 益 显 示 出 它们 的 重要 性 ， 因此， 固体 物理 学 家 、 化 学 家 、 工 程 
师 及 其 他 科学 家 (由 于 没有 比较 好 的 词汇 ， 我 们 就 统称 他 们 为 固 
体 科学 家 ) 对 晶体 的 对 称 性 也 就 越 来 越 感 兴趣 .这 种 兴趣 最 终归 结 
到 晶体 结构 的 微观 对 称 性 ， 而 要 对 这 种 微观 对 称 性 给 以 确切 的 措 
述 ， 则 需要 空间 群 知 识 , 从 1913 年 以 来 (差不多 是 确定 空间 群 之 后 
25 年 )， 从 事 义 射线 分 析 工 作 的 结 器 学 家 们 就 着 手 研究 空间 群 问 
题 ， 并 发 展 成 一 整套 名 词 术语 ， 以 及 为 国际 上 这 些 科 学 家 们 所 公 
认 的 方式 使 用 这 一 套 名 词 术 语 的 方法 .现在 , 结 鼎 学 家 们 已 经 有 了 
一 套 使 用 起 来 很 方便 的 230 种 空间 群 汇编 资料 ， 这 就 是 由 结晶 学 
国际 协会 出 版 的 《X 射线 结晶 学 国际 表 》 第 一 卷 . 为 了 简便 起 见 ,我 
们 以 后 简称 它 为 国际 表 . 这 本 国际 表 于 1952 年 第 一 次 出 版 , 它 是 由 
1935 年 发 表 的 一 个 旱 期 版 本 演变 而 来 .在 这 本 国际 表 内 ， 有 230 种 
空间 群 中 每 一 种 群 的 丰富 资料 .但 是 ， 对 于 大 多 数 固 体 科 学 家 , 即 
使 他 们 知道 有 这 本 书 ， 也 常常 没有 真正 了 解 这 本 书 的 意义 ， 他 们 
有 时 会 觉得 ， 这 本 书 所 给 的 资料 ， 初 次 看 来 似乎 并 不 符合 固体 科 
学 家 自己 对 空间 群 的 看 法 ， 例 如 ， 列 出 的 对 称 元 素 就 比 他 们 预期 
的 要 多 得 多 ， | 

本 书 的 目的 在 于 引导 有 兴趣 的 固体 科学 家 从 空间 群 汇编 资料 
中 获得 全 部 对 称 性 和 有 关 的 知识 ， 以 及 如 何 理 解 、 导 出 和 运用 章 
体 的 对 称 操 作 . 于 是 , 面 对 给 定 的 空间 群 符号 ， 或 者 有 时 还 有 原子 
位 置 ,我 们 所 要 秀清 楚 的 问题 就 是 ， 此 种 符号 的 真实 含义 是 什么 ? 
其 中 包含 什么 样 的 对 称 性 ? 空间 群 的 点 群 是 什么 ? 有 哪些 可 能 的 位 
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EMA: 为 什么 有 些 空间 群 中 有 对 称 性 与 点 群 对 称 性 相同 的 位 
置 ， 而 另 一 些 空间 群 中 则 没有 ?对 于 空间 群 对 称 操作 ,人 们 又 使 用 
”什么 样 的 特征 标 表 ?还 有 许多 其 它 问题 .这 些 ， 就 是 我 们 希望 读者 
在 读 了 本 书 之 后 能 回答 的 问题 .就 这 些 内 容 来 说 ,这 本 书 并 不 是 正 
统 的 结晶 学 入 门 书 . 在 许多 其 它 书籍 中 ， 对 有 关 的 入 门 知识 或 多 
或 少 都 作 了 很 好 的 阐述 。 

我 们 将 按 以 下 顺序 介绍 空间 群 的 对 称 性 ， 而 在 每 一 章 里 讲 一 
个 主要 课题 ,这 些 是 ， 

第 一 章 ， 对 称 操作 

BoE. LRA 

Bae. Ue AH 

第 四 章 ，32 种 结晶 学 点 群 

第 五 章 ， 关 于 230 种 空间 群 的 描述 . 

六 章 所 阅 述 的 是 ， 读 者 应 怎样 使 用 国际 表 才 能 找到 在 大 多 数 唱 
体 问 题 中 所 需要 的 有 关 空 间 群 的 全 部 对 称 性 资料 .为 此 ,他 们 只 要 
读 一 读 这 一 章 ， 根 据 需要 查 一 查 索 引 ， 就 能 够 找到 他 们 所 需要 的 
资料 了 . 第 七 章 中 ， 我 们 很 简略 地 讨论 了 空间 群 对 称 性 的 几 种 应 
用 、 最 后 ， 还 有 几 篇 总 结 了 大 量 对 称 性 资料 的 附录 ， 这 些 当然 是 
很 有 用 的 . 从 始 至 终 ， 我 们 用 到 的 概念 都 很 简单 ， 总 的 来 说 ， 是 
以 矩阵 乘法 为 基础 的 ， 并 且 只 需要 很 少 的 一 点 群 论 知识 .我 们 一 
直 在 试用 这 本 书 作为 教师 进修 的 学 习 材 料 ， 

现 已 使 用 的 关于 对 称 操作 、 点 群 、 空 间 群 和 不 可 约 表 示 的 符 
号 ， 既 多 又 杂 ， 以 致 常常 给 不 同 领域 科学 家 之 间 进 行 学 术 交 流 造 
成 很 大 障碍 . 所 幸 有 两 套 最 通用 的 对 称 操作 符号 正在 取得 比较 广 


泛 的 承认 ， 而 大 多 数 其 它 符号 在 所 有 文献 中 几乎 很 少 使 用 ， 我们 


将 在 这 本 书 中 从 始 至 终 同 时 采用 国际 符号 (在 别 的 地 方 有 时 称 为 
六 尔 曼 - 毛 古 因 符号 ) 和 能 夫 利 斯 符号 ， 交 将 后 者 号 在 括号 内 。 人 多 
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一 对 称 操 作 写 为 2(Ca)。 虽 然 这 种 写法 会 给 书写 和 排 字 的 人 带 来 
一 些 麻烦 ， 但 对 读者 却 是 比较 清晰 有 用 的 ， 读 者 在 开始 时 则 时 学 
习 两 套 符 号 可 能 要 多 费 一 些 时 间 ， 但 我 们 预期 这 样 做 将 会 使 他 们 
比较 容易 看 懂 更 多 的 文献 不过， 我 们 应 当 指出 ， 在 其 它 书刊 中 


通常 只 采用 一 套 符号 .例如 , 某 一 点 群 或 写 为 -二 一 ,或 写 为 Czn, 这 


则 取决 于 作者 的 选择 了 . 

在 熊 夫 利 斯 符号 系统 中 ， 有 许多 表示 对 称 算 符 作用 方向 的 方 
法 .但 在 国际 符号 系统 中 ,除了 空间 群 符号 里 一 定 的 符号 位 置 可 能 
有 此 种 含义 之 外 ， 并 没有 明确 表示 方向 的 方法 ， 面 对 如 此 繁多 的 
各 种 符号 ， 难 怪 固体 科学 家 感到 要 弄 懂 空间 群 是 一 项 令 人 生 瞎 的 
任务 . 正 因为 如 此 ,每 当 可 能 发 生菜 种 模糊 时 ， 为 了 表示 出 对 称 算 
符 的 作用 方向 ， 我 们 就 采用 通常 标定 方向 的 方法 ， 即 在 对 称 符号 
之 后 标 以 [uvw]， 此 处 4、v、 包 古 标 准 的 结 脂 学 方向 指数 (这 将 在 
第 一 章 中 解释 ). 对 称 面 则 用 它们 的 法 线 方向 表示 . 在 国际 符号 和 
熊 夫 利 斯 符号 两 套 符号 系统 中 ， 我 们 都 采用 这 种 标记 法 . 虽然 这 
种 标记 法 无 疑 会 使 对 称 性 符号 写 起 来 比较 兄长 而 不 够 方便 ， 但 它 
的 突出 优点 正在 于 它 不 是 含糊 不 清 的 ， 

我 们 希望 这 本 书 能 有 助 于 滋 清 许多 固体 科学 家 在 开始 研究 固 
体 对 称 性 时 所 碰 到 的 混乱 ,例如 ,不 少 有 成 就 的 科学 家 还 仍然 认为 、 
凡 立 方 晶体 都 一 定 有 四 次 对 称 轴 ， 它 们 之 中 不 少 人 还 在 根据 单 胞 
轴 长 和 轴 间 和 角 来 定义 唱 系 ， 也 还 有 不 少 人 不 知道 含有 滑 移 面 和 螺 
旋 轴 的 晶体 要 使 用 什么 样 的 特征 款 表 .即使 不 谈 别 的 ,如 果 能 够 将 
这 些 问题 阐述 清楚 ， 我 们 也 会 觉得 写 这 本 书 是 值得 的 ， 
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第 一 章 ”点 对 称 操作 中 


1-1 引 Ë 


我 们 常 说 某 些 物体 具有 不 同类 型 的 对 称 性 。 比 如 ， 我 们 可 以 
说 一 支 铅笔 绕 着 它 的 长 轴 “ 具 有 对 称 性 >， 或 者 一 个 人 的 身体 “对 
于 他 的 平分 面具 有 左右 对 称 性 >， 等 等 。 在 这 -- 章 中 ， 我 们 打算 
从 数学 上 表明 所 谓 某 个 物体 具有 某 种 对 称 性 究竟 是 什么 意思 ， 并 
且 我 们 还 要 进一步 阐述 这 些 对 称 操作 的 表示 方法 . 

在 本 书 中 ， 我 们 将 主要 讨论 晶体 的 而 不 是 其 它 一 般 物 体 的 对 
称 性 。 因 此 ， 在 开始 讨论 对 称 操作 之 前 ， 我 们 先 来 简短 地 解释 一 
下 晶体 一 词 的 含意 .在 宏观 尺度 上 ， 我 们 可 以 将 晶体 定义 为 由 彼 
”此 间 有 一 精确 的 角度 的 许多 平面 围 成 的 ,化 学 成 分 均匀 的 固体 .但 
是 ， 这 是 一 个 很 不 严格 的 定义 。 事 实 上 ， 只 有 根据 晶体 的 微观 性 
质 才 能 给 出 它 的 严格 定义 .晶体 和 其 它 所 有 物体 不 同 之 点 就 在 于 ; 
它 是 由 原子 或 原子 团 在 三 维 空间 中 规则 地 重复 排列 组 成 的 固 体 ， 
原子 团 的 这 种 规则 的 重复 排列 就 是 一 种 对 称 性 ， 叫 做 平移 对 称 
性 。 在 以 后 的 章节 中 将 要 对 此 进行 详细 讨论 。 不 过 ， 现 在 我 们 只 
讨论 点 对 称 性 问题 ， 

为 了 理解 对 称 操作 的 含意 我 们 考虑 一 个 分 子 , 例如 其 
《CeHe), 如 图 1-1 记 示 . 为 了 简化 ,图 中 只 画 出 六 个 矶 原子 . 如 果 这 
个 分 子 绕 垂直 于 分 子平 面 的 轴线 旋转 60° ,那么 它 就 正好 和 旋转 前 
的 状态 相同 。 我 们 就 说 这 种 60° 的 旋转 是 这 个 分 子 的 一 个 对 称 操 


O 原文 标题 为 点 对 称 元 素 2， 但 根据 前 面目 录 的 标题 及 本 章 内 容 ， 应 为 《点 对 
称 操作 光一 一 - 译 者 注 。 
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作 。 于 是 ， 我 们 定义 分 子 或 晶体 的 对 称 操作 是 ， 使 各 个 原子 的 位 


发 生变 换 的 操作 ， 但 其 结果 则 是 使 分 子 或 晶体 的 状态 与 操作 前 
的 状态 正好 相同 ， 即 处 于 对 
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hee 称 相关 位 置 . 如 果 进 一 步 继 
人 一 续 重 复 进行 这 种 操作 ， 分 子 
或 晶体 最 后 还 一 定 处 于 另外 
某 个 对 称 相关 位 置 。 比 如 ， 

— 对 于 这 个 苯 分 子 ， 绕 其 轴线 
cd C 旋转 120°、180" .240° 、 300 、 
360" 册 都 是 对 称 操作 。 正 如 
我 们 将 要 看 到 的 ， 在 莱 分 子 
中 还 有 许多 其 它 对 称 操作 ， 其 中 有 一 些 是 绕 其 它 轴 的 旋转 ， 有 一 
些 是 非 旋 转 对 称 操作 。 现 在 ， 我 们 就 来 讨论 晶体 必 将 涉及 的 各 种 
类 型 的 点 对 称 操作 
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图 1~1 某 些 对 称 操作 已 标明 了 的 芋 分 子 。 


1-2 ”点 对 称 操作 


点 对 称 操作 是 指 在 操作 过 程 中 保持 空间 有 一 个 不 动 点 的 对 称 
操作 。， 例 如， 在 前 一 节 中 所 讨论 的 旋转 就 是 点 对 称 操作 。 我 们 已 
经 指出 ， 在 本 书 以 后 章节 中 ， 还 要 讨论 包括 平移 在 内 的 各 种 对 称 
操作 。 平 移 ， 虽 然 有 可 能 是 前 一 节 定 义 的 对 称 操作 ， 但 不 能 认为 _ 
它 是 相对 于 任何 不 动 点 的 .如 果 我 们 说 的 是 点 群 (将 在 后 面 给 出 这 
个 名 词 的 定义 )， 那 么 我 们 所 要 讨论 的 就 是 全 部 相对 于 同 一 个 图 
定点 的 一 组 点 对 称 操作 ， 

我 们 还 要 从 数学 上 来 描述 对 称 性 。 为 此 ， 我 们 从 同一 个 原点 
引出 三 个 矢量 a、b、c，, 并 使 2 和 b 不 共 线 ,c 和 ab 平面 不 共 面 。 请 注 
意 ， 这 三 个 矢量 就 起 着 参考 轴 的 作用 ,并 且 不 要 求 彼此 是 正 交 的 。 
至 于 描述 对 称 操作 效果 的 方法 ,基本 上 有 两 种 。 一 种 方法 是 ,我 们 
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可 以 给 出 一 个 对 称 算 符 ， 在 它 的 作用 下 使 空间 所 有 的 点 和 全 部 位 
矢 都 相对 于 一 组 固定 的 参考 轴 移 动 。 另 一 种 方法 是 ， 在 对 称 算 符 
作用 下 使 参考 轴 移 动 ， 而 保持 空间 所 有 的 点 和 位 矢 不 动 。 前 一 种 
算 符 称 为 走动 算 符 ， 后 一 种 
算 符 与 此 相反 ， 称 为 被 动 算 、 
符 。 这 里 ， 我 们 将 只 采用 主 
动 算 符 。 为 了 弄 清楚 我 们 村 
说 的 问题 ， 可 参看 图 1-2。 We 
图 中 给 出 两 个 点 ， 它 们 相对 ”图 1-2 进行 对 称 操 作 前 、 后 的 空间 一 点 。 

于 参考 轴 的 坐标 是 (x，y，z) M(x’, y, 2). 注意 ， 在 全 书 中 
除非 另 有 特别 说 明 ， 我 们 对 参考 轴 都 采用 右手 规则 ， 取 a 在 页 面 
内 指向 下 ，b 指向 右 ， c 由 页 面向 外 指向 读者 。 这 种 规则 同 国际 
表 中 局 用 的 规则 相同 。 在 图 1-2 中 ， 参考 轴 也 是 按 右手 规则 选取 ， 
不 过 它 的 画 法 是 使 c 指 向 上 ，b 指 向 右 。 其 中 带 撤 坐 标 所 表示 的 点 
是 由 点 操作 算 符 尺 对 不 带 搬 坐 标点 进行 操作 得 到 的 。 尽 管 我 们 在 
这 里 所 说 的 算 符 一 般 说 来 也 可 以 是 任何 算 符 ， 但 在 本 书 中 ， 算 符 
RR 是 表示 对 称 算 符 。 这 样 一 来 ， 我 们 要 讨论 的 就 是 空间 固定 的 参 
考 轴 a、b、c( 不 一 定 正 交 ), 以 及 使 物体 按 各 种 方式 运动 的 点 操作 
算 符 。 于 是 ， 在 完成 点 对 称 操作 之 后 ， 我 们 可 以 通过 一 个 矩阵 变 
换 用 原来 的 位 置 坐 标 将 新 得 的 位 置 坐标 表述 为 
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Qo, G22 023 y (1-14) 


a3, 032 G33 
或 | 

ro =Rr, (1-16) 
此 处 方程 (1-15) 是 矩阵 方程 (1-14) 的 简 式 ， 其 中 KK 代表 点 操作 算 
阵 , 如 果 我 们 将 一 些 矩 阵 算 符 具体 写 出 来 ,这 个 简 式 方程 训 变 得 比 
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较 清楚 了 。 现 在 ， 让 我 们 依次 来 讨论 各 种 点 对 称 操作 。 

1-2a SOR 虽然 恒 符 操作 似乎 是 无 关 紧 本 的 ， 但 最 重 
要 的 对 称 操作 正 是 这 种 能 描述 所 有 物体 的 操作 。 这 是 一 种 对 物体 
没有 做 任何 操作 的 操作 。 这 种 对 称 操作 在 国际 符号 中 用 1 表示 ， 
让 天 和 庆生 号 中 人 在 方程 (1-1) 中 , POSER BRE 
阵 ， 其 对 角 和 矩阵 元 非 对 角 和 矩阵 元 为 0。 这 种 矩阵 称 为 单位 
矩阵 或 恒 等 矩 阵 。 同 所 有 其 它 对 称 操 作 矩 阵 一 起 ， 这 种 单位 矩阵 
已 列 出 在 附录 1 中 (参看 在 标题 下 标 有 指数 [000] 的 矩阵 )。 


1-2b RE MRR- HERAA Hh etoh Z) 
的 对 称 操作 ， 那 么 在 国际 符号 (或 能 LEED ARIE IE 


2(Ca)。 一 般 情况 下 ， 如 果 对 称 操作 是 一 个 < 的 旋转 ， 那 么 


的 符号 就 记 为 KCCn)， 此 处 n 称 为 施 转轴 次 ， re 
Shite eee. (以 后 我 们 将 看 到 ， 非 真 旋转 则 是 另 外 一 种 
MH, CRAPRAER RAPHE R EEEH, RMH 
Rbtion=1, 2. 3, 4, 6 五 种 轴 次 的 旋转 ,因为 现 已 知道 ,在 晶体 
BUTERON E, 我 们 将 在 下 一 章 来 证 妆 。 
由 于 旋转 是 绕 着 晶体 中 一 定 转轴 进行 的 ， 因 而 具体 标明 这 一 特定 
转轴 的 方向 ， 有 时 会 给 我 们 带 来 方便 。 虽然 现在 还 没有 一 个 公认 
的 表示 这 种 轴 向 的 方法 ， 但 在 本 书 中 ， 当 我 们 认为 需要 时 ， 就 在 
旋转 算 符 符号 的 后 面 直接 标 出 它 的 方向 。 由 于 旋转 轴 是 一 条 具有 
一 定 方向 的 直线 ， 因 而 我 们 可 以 想 对 于 a、b、c 轴 用 一 个 矢量 
S=ua+vb-we (1-2) 
来 描述 它 ， 此 处 矢量 s 的 长 度 要 调整 到 使 4*、v、w 为 整数 D。 按 照 
结晶 学 中 表示 方 问 的 规则 ， 这 个 方向 被 写 为 [yow]。( 注 意 ， 在 有 


O 应 为 互 质 整 数 , 一 一 译 者 注 
s fe 


些 书 中 写 为 (uvw)， 但 我 们 宁肯 用 方 括 弧 ， 因 为 结晶 学 家 们 总 是 
用 圆 括 弧 表 示 平 面 而 不 是 表示 方向 . ) 于 是 ， 旋转 操作 便 合 子规 则 _ 
地 在 国际 符号 中 被 写 为 上 sow]j， 在 熊 夫 利 斯 符号 中 被 写 为 Cn 
| [Luvw |. 
现在 ， 让 我 们 来 考虑 一 个 旋转 操作 的 例子 。 在 图 1-3a 中 ， 我 
们 看 到 一 幅 画 有 两 只 右手 并 且 掌 心 都 癌 上 的 图 形 ， 这 两 只 手 通过 
对 称 操作 2 (Cs) 彼 此 相关 。 (当然 ， 我 们 在 晶体 中 实际 遇 到 的 并 
不 是 “ 手 ” 而 是 原子 的 集合 体 ， 图 中 的 手 只 不 过 是 为 了 能 够 用 一 种 
方便 的 方法 来 盖 明 各 种 对 称 操作 的 效果 而 已 .) 于 是 ， 当 我 们 将 此 
图 形 绕 垂直 于 纸 面 、 符 号 为 2[0001] 或 Cz[001] 的 旋转 轴 做 对 称 操 
作 时 ,指向 页 顶 的 手 就 将 转 到 指向 页 底 的 手 的 位 置 , 而 同时 ， 指 加 
页 底 的 手 也 要 转 到 指向 页 顶 的 手 的 位 置 。 请 注意 ， 这 两 只 手 都 是 
掌心 向 上 的 右手 。( 这 里 不 可 能 有 一 只 左手 ;除非 两 只 都 是 左手 .) 
我 们 还 可 以 按照 另 一 种 稍微 不 同 的 方法 来 想象 这 种 操作 的 过 程 ， 
即 ， 我 们 只 考虑 指向 页 项 的 这 一 只 手 ， 并 用 2 次 轴 或 Cs 对 它 操 
作 ， 那 么 ， 就 会 产生 另 一 个 指向 页 底 的 手 ， 并 且 饭 们 的 组 合 图 形 
具有 2 (C2) 的 点 对 称 性 ， 
极 射 赤 面 投影 图 是 描述 这 些 对 称 操作 的 另 一 种 方法 ， 我 们 将 
在 第 四 章 和 附录 5 中 讨论 。 现 在 ， 我 们 还 要 讨论 另外 一 种 在 投影 
图 上 描述 对 称 操作 的 方法 。 在 图 1-3c 中 ， 两 只 右手 图 形 的 右边 画 
有 两 个 旁边 标 有 “ + ”号 的 圆圈 。 用 这 些 园 园 可 以 比较 方便 地 代表 
任何 一 般 物 体 ， 例 如 代表 手 或 者 原子 的 集合 体 。 正 由 于 这 种 贺 图 
系统 很 简洁 ， 所 以 被 人 们 采用 了 ， 并 且 在 国际 表 中 也 采用 了 作为 
图 示 符 号 。 在 这 里 ， » STB Ee, “二 号 表示 贺 
在 纸 面 下 方 。 很 明显 ， 在 2 (Cs) 的 操作 下 ， 两 个 国 轿 互 换 了 位 
置 ， 并 且 二 者 都 在 纸 面 上 方 保持 着 相同 的 高 度 ， 央 此 ， 这 两 个 圆 
圈 处 于 对 称 相关 位 置 。 在 这 一 操作 过 程 中 ， 押 涉及 的 只 有 A 手 ， 
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国际 符号 (能 夫 利 斯 符号 》 
各 种 旋转 轴 ( 也 叫 纯 旋转 或 真 旋转 ) 及 其 符号 
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(a) <(C2) 1 \¢ vt O. 
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(b) 3(C;) 全 a V FQ 


(c) 


(d) 6 (C6) Ss 


中 心 反 演 
(也 称 为 反 演 或 中 心 ) 


li) o° | 
Ce) 4) 


$e fh ie $ BH 
《也 称 为 非 实 旋 转 ) 
1 = 反 演 2 = 镜面 
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(f) 
镜面 
(也 称 为 平面 反映 ) 
Si FR 
| 
My o 
m(o) Ñ y *®1|O# -D+ 
(9) | 


图 1-3 KANT RRIF 


我 们 就 全 用 空心 圆 图 表示 、 以 后 将 要 讨论 到 ， 如 时 我 们 从 一 个 用 
室 心 圆圈 代表 的 有 有 手 出 发 ， 页 操作 后 产生 的 是 左手 ， 那 么 ， 我 们 
就 在 加 图 里 加 进 一 个 加 点 来 表明 此 秋生 性 的 变化 。 注 意 ， 在 这 个 
例子 中 ， 2 次 轴 操 作 是 绕 [001 方向 这 个 特定 的 轴线 进行 的 .这 种 
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中 带 箭头 的 直线 是 按照 国际 表 中 惯用 的 方法 表示 纸 面 诊 2 次 轴 的 
符号 ， 这 种 符号 以 及 所 有 其 它 惯用 的 图 示 符号 都 被 列 在 附录 6 中 。 
我 们 可 以 看 出 ， 现 在 是 一 个 圆圈 在 纸 面 上 方 而 另 一 个 圆圈 在 纸 面 
下 方 。 在 附录 1 中 ， 我 们 给 出 了 描述 各 种 重要 方向 上 2 次 对 称 操 
作 的 算 阵 ， 例 如 ， 将 对 称 操作 25L001J 或 CL001g 作 用 于 菜 个 一 般 
点 (X，y，2)， 我 们 可 以 写 为 
一 上 0 Oj x 
0 -1 | 
0 0 IJZ 


从 而 得 到 一 个 新 的 点 (- x，- 》，2z)， 与 图 上 所 表示 的 一 致 。 


— x 
7I 
a 


3 (1-3) 


{2FO001]}(x, Y, 2)= 
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下 一 个 要 讨论 的 对 称 操 作 是 用 三 角形 作为 网 示 符 号 的 3(C3). 
正如 我 们 在 图 1-36 中 所 看 到 的 ， 掌 心 向 上 指 癌 页 项 的 右手 被 转 到 
掌心 向 上 指向 页 面 左 下 方 的 右手 位 置 。 与 此 同时 , - 另 一 些 手 也 都 
在 轮转 。 因 此 ， 这 种 操作 3CCs) 是 一 个 关联 到 三 只 手 的 对 称 操作 ， 


相 分 开 成 120° 或 “< 角度， 并 和 此 中 心 


把 ， 注 意 ， 对 于 这 里 的 旋转 操作 ， 我 们 选 定 了 右手 规则 . 
Mi 


或 者 说 反 时 针 规 由， 并 且 我 们 将 在 本 书 中 始终 遵循 这 一 规定 。 在 
这 个 画 有 三 只 手 的 图 形 的 右边 是 相应 的 简 示 图 , 绘 出 了 具有 3(Cs) 
对 称 操作 而 位 置 在 纸 面 上 方 的 三 个 圆圈 ， 这 里 要 指出 一 个 重要 问 
题 ， 即 还 有 另 一 个 与 3(C3) 密 切 相 关 的 对 称 据 作 。 这 个 对 称 操作 
就 是 按 国际 符号 表示 的 33， 或 按 熊 夫 利 斯 符号 表示 的 CaCs。 它 
通常 是 写成 3 或 C3， 此 处 的 符号 平方 同一 般 含 意 相 同 ， 表 示 算 符 
HHR. TEn = mr， 表示 的 就 是 "与 ? 相 滋 的 积 。 我 们 不 难看 出 ， 
3&(C 引 确实 是 一 个 对 称 操作 ， 因 为 它 使 掌心 向 上 指向 页 顶 的 右手 
转 到 掌心 向 上 指向 页 面 右 下 方 的 右手 位 置 。 这 里 ， 有 一 条 关于 操 
作 乘 法 的 规则 需要 指出 ， 如 果 对 一 个 物体 进行 两 次 操作 AB, AB 
么 我 们 规定 物体 先 受 右边 的 8 作用 , 然后 再 受 4 的 作用 。 显 然 ， 当 
算 符 为 平方 (< 即 作 用 两 次 ) 时 ， 操 作 的 先后 次 序 就 无 关 紧 要 了 。 附 
录 1 中 给 出 了 以 上 两 种 对 称 操作 3tCs) 和 3*《C3) 的 矩阵 , 它 可 以 用 
来 对 任何 一 般 点 的 坐标 进行 运算 。 

在 图 1-3c 和 1-3d 中 ， 还 给 出 了 对 称 操作 4(Cs) 和 6(Ce)。 我 
们 注意 到 42(C3)= 2(Cz)， 因 此 ，42(C2) 是 我 们 已 经 讨论 过 的 操 
作 。 这 是 一 个 很 简单 的 实例 ， 说 明 一 定 的 对 称 操 作 会 隐 含 有 另 一 
些 对 称 操作 。 如 和 象 这 里 所 说 的 ， 如 果 4(C4) 是 某 一 个 特定 晶体 或 
分 子 的 对 称 操作 ， 那 么 它 就 隐 含 有 2CC2) 这 个 对 称 操作 ，、 还 有 ,4 
(C5) 也 是 。 同 样 地 ，3CCs) 就 隐 含 有 32CC5)。 而 从 6(Ce)， 我 们 
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这 三 只 手相 对 于 


可 知道 6"(CYy) 也 都 是 对 称 操作 ， 此 处 mr= 1, 2, 8, 4, 5, 6. 其 
Him = 2 的 是 3(Cs)， = 3 的 是 2(C。)，m = 6 的 是 1( 蕊 )， 即 恒 等 操 
作 。 代 表 这 些 对 称 操作 的 各 种 抢 阵 都 列 在 附录 1 中 。 

我 们 注意 到 ， 在 所 有 这 些 纯 旋转 nCC%) 中 ， 所 涉 及 到 的 全 部 
都 是 右手 而 不 需要 左手 。 不 过 ， 不 久 我 们 就 会 看 到 ， 另 外 有 一 些 
对 称 操作 则 确实 要 用 左手 和 右手 才 行 。 

我 们 还 注意 到 ， 这 些 旋转 对 称 操作 都 是 绕 着 一 条 直线 即 旋转 
轴 进 行 的 。 


EPC TIF TP MORALE TEF 
或 一 组 圆 图 ， 它 们 全 都 处 于 一 般 位 置 但 披 此 对 称 相关 ， 于 是 由 此 
导出 一 组 一 般 等 效 位 置 . 

1-20 EA 反 演 对 称 操作 有 时 称 为 中 心 反 ED. Hedda 
BAPO) 它 比 旋转 操作 复杂 ， 因 为 它 要 将 右手 转换 为 左手 。 所 
谓 反 演 操 作 ， 就 是 将 反 演 算 符 1 7 作用 于 空间 每 一 个 位 置 (X，y， 
z)， 使 之 变换 到 ( -x，- y，- 2)。( 附 注 ， 按 结晶 学 规则 ， 负 
号 是 放 在 坐标 上 方 ， 于 是 (x，y，2z) 经 反 MER, J, D, $ 
为 负 x、 负 %、 负 z 或 x 负 、y 负 、z 负 .) 因 此 ， 反 演 操作 可 以 写 为 

{1M}, y, 2)=(-%, -y,-2) (1-4) 
(参看 附录 1)。 ge 中 ， 我 们 看 到 耕 于 纸 面 上 方 、 指 向 页 顶 、 
掌心 向 上 的 右手 经 TCi) 的 操作 之 后 ， 变 换 到 位 于 纸 面 下 方 、 指 向 
页 座 、 掌 心 向 下 ( 即 手背 向 上 ) 的 左手 位 置 。 因此， 如果 两 只 手 是 
象 图 示 这 样 放置 的 ， 那 么 1G) 就 是 将 它们 联系 起 来 的 对 称 操作 。 

如 果 用 圆圈 表示 这 类 对 称 操作 ， 习 惯 上 是 用 在 加 图 内 加 逗 点 
的 方法 来 表示 空间 螺旋 性 或 < 手 性 ”的 变化 。 这 种 右手 与 左手 的 关 
系 称 为 对 形 关 系 ， 反 演 操 作 也 就 称 为 对 形 操作 。 我 们 在 后 边 将 会 

。10 。 


看 到 ， 镜 象 也 有 同样 性 质 ， 因 而 有 时 我 们 也 说 具有 对 形 关系 的 两 
个 物体 互 成 镜 象 关系 。 这 种 对 形 关系 也 可 以 用 另外 一 种 等 效 的 说 
法 ， 即 这 个 物体 属于 右手 系 ， 而 另 一 个 物体 属于 左手 系 。 然 而 ， 
用 通常 的 旋转 操作 ， 无 法 使 左手 系 和 右手 系 相互 变换 从 而 彼此 等 
效 。 于是， 我们 定义 : ERT wie NAAR TES BARE 
它们 是 彼此 同 宇 (Congruert) / 

项 要 指出 ， 正 如 施 转交 对称 元 来 是 一 条 二 线 那样 ， 反 演 的 对 
称 元 三 是 一 个 点 ， 考 查 一 下 图 1~1 中 的 茶 分 子 ， 我 们 将 会 发 现 ,其 
中 有 一 个 位 于 分 子 中 心 的 反 演 中 心 ， 


1-24 平面 反映 A 
际 符 号 中 用 表示 ， 在 熊 夫 利 斯 符号 中 用 0 表示 如 图 1-39 所 示 。 
反映 的 于 而 就 是 镇 象 操作 的 对 称 元 素 ， 秘 为 镜面 ， 对 空间 给 定 的 
某 一 个 点 (x,》，22 作 镜 象 操作 的 方法 是 ， 由 这 一 氮 向 镜面 作 一 条 
对 直线 并 延长 到 镜面 的 另 一 边 ， 在 沿 长 线 上 取 一 点 ， 使 其 到 镜面 
的 距离 等 于 原来 点 到 镜面 的 距离 ， 这 个 点 就 是 (Xx，y，2) 反 的 镜 
象 。 因 此 ， 如 果 在 镜面 右边 画 上 一 个 掌心 向 上 的 右手 ， 那 么 它 在 
镜面 左边 的 镜 象 就 是 一 个 掌心 向 上 的 左手 ， 如 图 所 示 。 对 于 我 们 
在 本 书 中 所 取 的 坐标 系 ， 则 有 ， 
{m[010]}(x%, y, 2=(%, — y，2). (1-5) 
需要 指出 ， 为 了 标明 镜面 的 取向 ， 我 们 也 使 用 了 符号 Cuvw], A 
过 在 这 里 它 所 表示 的 是 镜面 的 法 线 方向 。 在 这 个 图 旁边 的 简 示 图 
中 ， 两 个 圆 图 所 表示 的 也 是 m(o E, KE, RAHE 点 的 
圆圈 表示 它 是 另 一 个 圆圈 的 对 形 镜 象 。 很 明显 ， 如 果 我 们 把 逼 点 
放 在 右边 的 圆圈 中 而 不 是 放 在 左边 的 圆圈 中 ， 当 然 也 可 以 。 在 附 
录 1 中 ， 给 出 了 一 些 特 定 取向 的 镜面 的 矩阵 。 
这 个 图 的 右边 还 有 另 一 个 以 纸 面 为 镜面 的 简 示 图 。 此 时 ， 我 
们 将 看 到 一 个 圆圈 重合 在 另 一 个 圆 图 上 。 按 国际 AR 用 的 表示 
e fle 


E, FEI RT RB, SES +”, “O”, FH 
且 其 中 之 一 带 有 逼 点 而 另 一 个 不 带 逗 点 . 

镜面 的 能 夫 利 斯 符号 Cc， 遂 常 带 有 一 个 下 标 。 如果 我 们 定义 
c 轴 为 主轴 ， 那么 Cn 就 是 垂直 于 这 个 主轴 的 镜面 (02 表示 水 平 ， 因 
为 一 般 取 主轴 为 紧 直 方向 )。 另 外 ， 还 有 两 种 包含 主 ME 内 的 镜 
面 ， 它 们 或 者 是 5。， 或 者 是 9a( 竖 直 的 或 分 角 的 )。 镜 面 0, 包 含 的 
是 主轴 和 a 轴 ， 而 0g 除 包含 主轴 以 外 ， 通 常 还 包含 8、b 轴 夹 角 的 
HR. 例如， 在 图 1-1 的 茶 分 子 中 就 同时 有 这 三 PRM. :0% 通 
过 这 个 分 子平 面 的 全 部 原子 ，0, 通 过 隔 中 心 相 对 的 一 对 原子 ，04 
通过 隔 中 心 相 对 的 一 对 C-C 键 的 中 点 。 

1-2e 旋转 反 演 轴 ( 非 真 旋 转 ) 这 里 要 讨论 的 最 后 一 种 类 型 
的 对 称 操 作 ， 由 于 两 方面 的 原因 使 问题 复杂 化 ,以 致 不 大 好 理解 ， 
首先 ， 因 为 在 国际 系统 中 与 在 能 夫 利 斯 系统 中 处 理 的 方法 不 同 ， 
以 致 对 称 操作 在 两 个 不 同系 统 中 有 不 同 的 名 称 。 在 国际 系统 中 称 
为 旋转 反 演 轴 ， 而 在 能 夫 利 斯 系统 中 称 光 非 真 旋转 畏 驴 为 了 简单 
起 见 ， 在 本 书 中 我 们 则 经 常 把 这 两 者 统称 为 闫 真 旋转 > 第 二 个 复 
AE TRAM MEAE, DER, EANAN 
个 操作 的 乘积 。 一 般 说 来 ， 对 于 特定 的 晶体 或 分 子 ， 组 合成 这 种 
复合 操作 的 每 一 个 操作 本 身 并 不 是 对 称 操 作 ， 而 两 者 的 乘积 却 是 
对 称 操作 。 下 面 ， 我 们 来 分 别 讨论 这 两 套 符号 系统 的 处 理 方法 ， 

国际 方案 ”首先 我 们 来 讨论 国际 方案 ， 并 导出 各 个 旋转 反 演 
RAE. Bil, HFRS SRAM AS 有 一 一 对 应 关 
系 ， 因 而 在 国际 符号 后 边 的 括号 内 也 把 能 夫 利 斯 符号 写 上 。 关 于 
能 夫 利 斯 符号 ， 以 后 再 作 进 一 步 说 明 。 

在 国际 方案 中 ， 操 作 的 过 程 是 先进 行 %(C%) 旋 转 操作 ， 接 着 
再 进行 反 演 操作 ， 把 这 个 复合 操作 写成 乘积 ， 即 为 In(iC%)， 用 
简略 的 国际 符号 代 苦 In， 则 写 为 i。( 熊 夫 利 斯 符号 的 简略 写法 将 
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在 后 边 说 明 .) 现 在 ,我们 对 来 讨论 393 因为 它 可 能 是 最 容易 起 
象 的 (图 1-3 筷 。 我 们 从 擎 心 向 上 指向 页 项 的 右手 开始 ， 转 过 
紧 接 着 对 原点 作 反 演 操作 。 结 果 是 导出 一 个 掌 心 向 下 指向 右 
方 的 左手 。 为 了 完成 此 种 操作 的 图 形 ， 我 们 对 刚才 得 到 的 左手 继 
续 进 行 这 种 操作 。 这 时 ， 我 们 又 导出 一 个 掌心 向 上 指向 页 底 的 右 
手 。 这 个 结果 表明 了 = 2( 或 5; = S; = Cs)。 现在， 对 这 个 第 二 次 
得 到 的 手 再 一 次 进行 此 种 操作 。 于 是 ， 我 们 又 导出 一 个 掌心 向 下 
指向 左 方 的 左手 ， 与 此 相应 的 操作 是 不 (Ss)。 继 续 对 刚才 得 到 的 
左手 进行 此 种 操作 。 于 是 我 们 就 回 到 了 开始 时 指向 页 顶 的 右手 ， 
因此 ，*= 1， 为 恒 等 操作 。 至 此 ，3 操 作 作为 一 个 对 称 操作 就 很 _ 
清楚 了 。 在 操作 示意 图 旁边 ， 我 们 也 画 出 了 以 网 E, 5 度 (+ 和 
- )、 融 点 所 表示 的 常用 的 简 示 图 。 于 是 ， 对 于 原子 的 某 种 排列 
方式 ， 如 果 其 位 置 由 这 些 圆圈 描述 ,我 们 就 可 以 说 1(S3) ESD, 
2CC,) 全 都 是 它 的 对 称 操作 。 在 这 里 ， 我 们 看 到 了 对 称 操作 4(S3) 
是 如 何 隐 含 着 2 次 旋转 对 称 操作 的 。 同 时 ， 我 们 也 注意 到 ， 对 于 
这 种 由 手 (或 加 图) 组 成 的 体系 ， 既 没有 单独 的 4(C4) 对 称 操作 ,也 
没有 单独 的 1G 7 对 称 操作 。 比 如 说 ，4(C4) 对 第 一 只 手 操 作 得 到 
的 结果 应 当 是 掌心 向 上 指向 左 方 的 第 二 只 手 ， 然 而 在 图 上 ， 这 只 
指向 左 方 的 手 却 是 掌心 向 下 的 。 所 以 说 ， 复 合 操作 4(S3) 确 实 是 
一 种 新 的 对 称 操 作 ， 而 组 成 这 个 复合 操作 的 两 个 分 操作 却 不 是 对 
称 操作 。 掌 握 住 这 一 点 是 十 分 重要 的 。 在 附录 1 中 我 们 也 给 出 了 
这 些 对称 操 作 的 和 矩阵， 

现在 来 考虑 50S8) 操 作 ， 如 果 我 们 从 纸 面 上 方 页 顶 处 一 个 图 
图 出 发 ， 作 13 = 3CS5) 操 作 ， 转 过 < 到 左下 方位 置 ， 紧 接着 对 
中 心 反 演 ， 于 是 导出 右上 方 的 圆圈 。 这 个 辕 峰 在 纸 面 下 ， 与 出 发 
时 的 圆 图 成 对 形 关系 。 继 续 进行 六 次 这 样 的 操作 之 后 ， 就 回 到 了 
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出 发 时 的 圆圈 。 因 此 ， 如 果 一 个 晶体 或 分 子 有 这 种 原 THE 列 方 
式 ， 那 么 这 个 晶体 或 分 子 就 有 35(S) 的 对 称 操作 ， 

6(S5) 操 作 比 较 容易 ， 我 们 留 给 读者 自己 去 完成 。 当 你 作 这 
种 操作 时 ， 你 将 会 注意 到 ，57 中 的 为 菜 些 值 时 ， 它 是 新 的 操作， 
而 为 另 一 些 值 时 ， 它 是 前 面 已 经 讨论 过 的 操作 。 

我 们 还 可 以 看 到 ，1( 让 操作 显然 就 是 反 演 操 作 ， 不 需要 再 讨 
论 。 另 外 ，5 操 作 显 然 就 是 镜 象 操作，5= m(c)。 读 者 从 这 里 可 
以 看 出 ， 为 什么 我 们 要 用 镜面 的 法 线 方向 来 表示 镜面 的 取向 ， 这 
个 法 线 方向 是 平行 于 2 轴 的 ， 因 此 ， 对 镜面 用 其 法 线 方 向 来 表示 
取向 就 类 似 于 在 真 旋转 中 用 轴线 方向 来 表示 取向 。 

能 夫 利 斯 方案 ”在 这 种 方案 中 ， 非 真 旋转 用 下 述 方 法 得 到 ， 
先 作 相应 数目 的 旋转 ， 紧 接着 对 垂直 于 旋转 轴 的 平面 进行 反映 . 
这 种 操作 的 能 夫 利 斯 符号 是 Sa。 = cC， 不 过 为 了 使 符号 更 明 确 ， 
我 们 把 垂直 于 旋转 轴 的 镜面 加 上 脚 标 ， 于 是 写成 S。 =0nCn. 这 里 
“> 表示 水 平平 面 ， 当 然 我 们 是 取 非 真 旋转 轴 在 紧 直 方向 的 ， 另 
Ahs HF Sn Sr = (0,0 yn) (On Cy) = ORC)". 

现在 ， 我 们 采用 这 种 方案 来 讨论 1(S}) 图 。 我 们 从 指向 页 顶 
的 右手 出 发 ， 进 行 S4 操 作 ， 即 转动 90"( “再 反映 ， 导 出 的 是 指 
向 左 方 的 手 ， 从 而 我 们 看 出 ，S4 与 种 等 效 。 但 我 们 记得 ， 在 进行 
4 操作 时 ， 导 出 的 是 指向 右 方 的 手 。 为 了 导出 这 个 指向 右 方 的 手 ， 
我 们 必须 进行 = UWS REA. BAR ST. MILA PTS, 
通过 o 

E, Sa Si=Cy S3, StzE 
的 操作 ， 我 们 则 按 反 时 针 有 顺序 依次 导出 图 示 中 的 各 个 手 或 回 
E. 

可 以 看 出 ， 由 熊 夫 利 斯 方案 得 到 的 位 置 比较 整齐 有 序 。 例 如 
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图 示 中 的 各 个 位 置 。 然 而 ， 采 用 国际 方案 ， 这 些 位 置 是 按 顺 时 针 
顺序 依次 导出 的 ， 但 对 称 操作 的 旋转 部 分 却 又 必须 按 反 时 针 方 向 
进行 ( 即 我 们 规定 的 右手 规则 ), TH, 我 们 列 出 3C28) 图 中 按 反 时 
针 方向 导出 各 个 圆圈 所 对 应 的 操作 符号 : 

Se S?=C, Si=i St=C? SB Sek 

3 3=3 33=1 3=3” 3 3=1 
对 于 6CS3) 图 ， 也 可 以 按 反 时 针 方 向 得 到 同样 的 表 ， 

Ss S?=C? Si=0op 94=C S? Ss=E 

6° 6* = 64 6°=™ 62 = 6? 6 6° = 1 

在 结束 关于 对 称 操作 问题 讨论 之 前 ， 应 当 指 出 ， 根 据 道 操 作 

这 一 术语 的 定义 ， -a-b 
每 一 个 对 称 操作 的 
逆 操 作 也 一 定 是 对 
PPE. DA 
作 ， 就 是 说 有 另外 
一 个 操作 ， 使 两 个 
操作 之 积 为 恒 等 操 
E. WRA, B, 
C… 是 对 称 操作 ， 
HAC = 上 为 恒 等 
操作 ， 那 么 4 就 
E CH w HIE, 
或 者 ， 因为 可 以 证 明 左 道 等 于 右 道 ， 所 以 也 可 以 说 C 是 4 RA 
RE.) Fil, 我 们 用 熊 夫 利 斯 符号 列 出 每 一 种 对 称 操作 的 北 操 
{E. 


图 1-4 六 角 人 参考 轴 中 的 一 般 等 效 位 置 


对 称 操 作 着 操作 
Cr Cro 
Sy oun n 为 侦 数 ，m 为 任何 数 
or See 1 为 奇数 ，m 为 奇数 
n 为 奇数 m 为 偶数 时 ，5” = C"。 上 、i 和 0 的 逆 操 作 是 其 本 身 ， 

在 附录 1 中 并 排列 出 了 非 真 旋转 操作 和 与 之 对 应 的 真 旋转 操 
作 。 可 以 看 出 ， 任 何 一 个 对 称 操作 和 窍 阵 的 行列 式 总 是 土 1, 这 是 正 
交 变 换 的 一 条 重要 特性 。 并 且 所 有 真 旋转 的 行列 式 都 是 + 1, 非 真 
旋转 的 行列 式 都 是 -1， 操 作 的 结果 则 或 者 是 对 形 的 ,或 者 不 是 对 
” 形 的 。 所 以 ， 要 确定 一 个 具体 的 矩 陡 究 竞 是 真 旋转 还 是 非 真 旋 
转 ， 就 成 为 一 件 非常 侧 单 的 事情 了 ，. 


1-3 六 角 坐 标 

图 1-4 表 示 的 是 用 6"(C%) 对 坐标 为 (x，y，z) 的 点 进行 操作 
的 结果 ， 此 处 m= 1，2，3，4，5，6， 各 点 的 坐标 都 相对 于 六 角 
参考 轴 标 出 。 这 个 图 的 目的 ， 就 是 为 了 要 非常 清楚 地 说 明 各 导出 
点 揭 坐 标 ， 以 及 在 向 此 交角 为 120? 的 六 角 轴 a 和 b 坐 标 系 中 如 何 求 
得 这 些 坐 标 ， 使 用 这 个 图 我 们 就 可 包 看 到 ， 对 于 这 些 对 称 操作 乃 
至 所 有 3” 和 6”" 操作， 各 点 的 坐标 是 如 何 求 得 的 。 例 如 ， 图 中 表 
明 ， 用 6(Ce) 对 坐标 为 (x，y，2) 的 点 五 进行 操作 ， 就 得 到 一 个 新 
的 坐标 为 (x-y，x，2z) 的 点 8 。 仔 细 分 析 一 下 这 个 图 ,就 可 以 清 
楚 地 看 出 这 一 结果 。 我们 看 到 ,平行 于 a 轴 测 量 B' 点 的 坐标 ,是 等 
FAE AREA B.A 4 等 于 x， 而 由 等 边 三 角形 几何 关系 又 可 
REA B 等 于 4B， 因 而 等 于 y。 所 以 B' 点 沿 a 轴 测 量 的 坐标 是 
x y。 同 样 ， 我 们 求 得 平行 于 b 轴 测量 的 2 人 点 坐标 等 于 平行 于 a 
轴 测 量 的 4 点 坐标 ， 即 等 于 x。 所 以 妃 ' 点 的 坐标 是 (<- y, x, 
z)。 求 得 这 个 结果 的 另 一 种 方法 是 用 附录 1 中 给 出 的 矩阵 ， 由 此 ， 
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我 们 有 
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操作 所 产生 的 其 它 点 的 坐标 。 现 在 ， 对 于 由 OCCT) 操作 联系 起 
来 的 所 有 其 它 点 ， 它 们 的 坐标 是 怎么 求 得 的 ， 谈 者 应 该 不 难 弄 忆 
了 . . 


问题 

1。 参考 1-2e 节 所 给 出 的 非 真 旋转 操作 的 表 ， 请 你 自己 证 明 两 组 符号 
(国际 符号 和 熊 夫 利 斯 符号 ) 之 间 有 完全 一 一 对 应 关系 ， 

2. HERRE, RMA RHA {201007} {4[001]} w {C1001} 
{CsL001]j} 等 价 的 操作 。 再 求 与 {45001] K 20100] }ak{C,[0017} £C,£100]} 
等 价 的 操作 。 二 者 的 结果 说 明了 什么 ? | 

3。 证 明 在 主动 算 符 及 与 其 相关 的 被 动 算 符 所 用 的 矩阵 之 间 ， 有 关系 
Rza= (及 站 动 )-1。 再 证 明 ， 如 果 将 操作 顺序 反 过 来 ， 则 有 主动 算 符 与 被 动 
算 符 相互 转换 的 关系 ， 即 如 果 民 主动 S 主 动 = 了 主动 ， 则 有 六 波动 民 被 动 = 了 被 动 

4。 在 图 1-4 中 ， 如 果 a 轴 和 b 轴 按 友 时 和 针 方 向 绕 t 轴 转 30"， 那 么 相对 于 
此 种 新 的 取向 ， 这 些 一 般 点 的 坐标 变 成 了 秆 么 ?请 你 用 图 示 法 和 矩阵 柔 法 
两 种 方法 求 出 结果 ， 

5。 证 明 ， SPH, MPH ARI. (b) 偶 次 S, 畏 便 隐 含有 CaM. 

6。 以 下 操作 中 可 以 产生 多 少 独立 的 操作 ，(a) S, 当 n 为 奇数 时 ,(b) S, 
当 n 为 偶数 时 . 

7。 证 明 附 录 1 中 旋转 矩阵 的 行列 式 恒 等 于 +1。 说 明 两 个 非 真 旋转 的 
乘积 是 一 个 真 旋转 ， 但 反之 则 不 成 立 ， 

8。H 开 :O 分 子 的 四 个 对 称 操作 是 什么 ? 埃及 金字 塔 的 八 个 对 称 操作 是 
什么 ? 
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在 确立 了 对 结晶 物质 有 重要 意义 的 各 种 对 称 操 作 之 后 ， 我 们 
一 定 会 提出 这 样 一 个 问题 ， 如 何 按照 对 称 操 作 把 晶体 加 以 分 类 和 
表征 晶体 ?( 应 当 指 出 ， 这 里 所 说 的 晶体 是 指 “ 完 全 有 序 2 的 晶体 。 
”然而 实际 上 ， 晶 体 总 会 有 热 运动 和 其 它 形式 的 无 序 ， 例 如 合金 ， 
由 于 这 样 的 无 序 性 ， 就 只 能 形成 某 种 平均 结构 。 但 尽管 如 此 ， 只 
要 不 是 在 局 域 水 平 上 讨论 ， 仍 然 可 以 认为 这 种 晶体 具有 一 定 的 对 
称 性 . ) 在 这 一 章 中 ， 我 们 要 把 基本 对 称 操作 应 用 到 点 阵 上 ， 并 对 
单 胞 的 楼 长 和 轴 间 角 附 加 某 些 限 制 ， 从 而 得 到 七 种 晶 系 。 不 过 这 
七 种 晶 系 只 是 对 晶体 所 作 的 最 粗 的 分 类 。 在 以 后 几 章 中 ， 我 们 还 
要 继续 讨论 14 种 布 拉 菲 点 阵 ,32 种 点 群 和 230 种 空间 群 。 从 某 种 意 
义 上 说 ， 每 做 一 次 进一步 的 分 类 ， 就 更 详细 地 描述 了 晶体 。 
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我 们 定义 点 阵 是 在 空间 中 由 点 排 成 的 无 限 阵 列 ， 其 中 每 一 点 
与 其 它 所 有 的 这 种 点 有 完全 相同 的 环境 。 产生 此 种 阵列 的 最 简单 
方法 ， 是 第 助 于 所 有 唱 体 都 具有 的 最 基本 的 特征 平移 不 变性 。 这 
种 性 质 可 以 很 方便 地 用 初 基 平移 矢量 表述 为 

t = mat nob + noc, | (2-1) 

abn AER, a, b, 是 沿 适 当选 定 的 各 个 铀 向 的 矢量 ，a 
和 b 不 共 线 ，c 和 ab 平面 个 共 面 ， 所 有 a、b、c 都 是 从 同一 个 原点 
引出 的 矢量 并 作为 参考 轴 。 
如 图 2-1 所 示 ， 如 果 将 方程 (2-1) 所 给 出 的 无 数 矢 量 的 端点 取 
© 18. | 
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出 了 三 维 点 阵 的 投影 。 如 采 在 这 个 阵列 中 选 定 一 点 作为 原点 ， 相 
对 于 这 一 点 考虑 其 它 点 ， 那 
么 方程 (2-1) 所 给 出 的 就 是 
由 原点 到 这 些 点 的 天 量 。 例 
如 ， 由 原点 引出 的 矢量 2a + 
3b+5c， 它 所 给 出 的 就 是 其 e 。 ，。 

坐标 在 a 方 问 为 2 个 单位 ， 

b 方向 为 3 个 单位 ，c 方向 
为 5 个 单位 的 点 ， 于 是 ， 我 们 可 以 看 出 ， 只 要 对 名 个 基本 矢量 a、 
b、c 取 各 种 整 倍数 ， 由 此 导出 的 所 有 点 的 集合 就 是 点 的 阵列 ， 而 
这 些 点 就 是 方程 (2-1) 所 给 出 的 所 有 平移 矢量 的 端点 。 并 且 ， 我 
们 还 可 以 看 出 ， 选 哪 一 个 阵 点 作为 原点 是 无 关 紧 要 的 ， 因 为 从 任 
O MIRARE EIM 
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A2-1 投影 图 上 的 点 降 ， 


AL dL 注意 ， 我 们 在 这 里 没 
Ne 有 提 到 a、b、c 之 间 的 夹 
ae 角 。 事 实 上 ， 如 果 轴 间 角 

‘NA ， 没有 特定 关系 ， 那 么 所 导 


P = 初 基 单 胞 NP = 非 初 基 单 胞 出 的 把 阵 就 形成 锋 形 的 网 

图 2-2 初 基 单 胞 和 非 初 基 单 网 的 若干 例子 。 ” 格 ( 图 2-1 所 示 就 是 一 种 射 
形 点 阵 )。 如 果 轴 间 角 是 90"， 就 是 说 ， 各 个 轴 是 相互 正 交 的 ， 那 
么 ， 导 出 的 阵列 就 是 正方 形 的 或 者 是 矩形 的 ， 这 则 取决 于 各 个 天 
量 a、b、c 在 长 度 上 是 否 相 等 。 


2-2 初 基 单 胞 
我 们 取 a、b、c 轴 为 楼 形成 平行 六 面体 ， 就 得 到 一 个 大 小 为 
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a.(b xc) 的 空间 体积 。 如 果 按 方程 (2-1) Brain Rete EEL 
于 其 自身 的 平移 ， 结 果 一 定 能 排 满 整个 空间 并 导出 此 种 点 阵 。 如 
果 这 种 空间 体积 只 含有 一 个 阵 点 (如 图 2-2 中 所 给 出 的 ), 我 们 就 称 
它 为 初 基 单 胞 .( 在 这 里 应 当 说 明 一 下 所 谓 初 基 单 胞 含有 一 个 阵 操 
是 什么 意思 ， 如 果 单 胞 的 原点 选 在 一 个 阵 点 上 ， 那 么 这 个 单 胞 的 
每 个 顶 角 上 都 有 一 个 阵 点 ， 总 共有 八 个 阵 点 然而 ， 由 于 每 个 阵 


点 分 局 于 八 个 单 胞 ， 所 以 属于 每 一 个 初 基 单 胞 的 阵 点 有 8x (5) 


个 。 如 果 我 们 设想 将 单 胞 稍为 挪动 一 点 位 置 ,使 其 原点 离开 阵 后， 
那 就 更 容易 看 出 这 一 结果 ， 这 时 ， 如 果 单 胞 是 初 基 的 ， 那 么 在 单 
胞 内 部 就 只 能 找到 一 个 阵 氮 . 

用 来 描述 点 阵 的 单 胞 并 不 是 只 有 初 基 单 胞 这 一 种 型 式 。 对 于 
单 胞 这 个 更 一 般 的 名 词 ， 我 们 可 以 采用 与 前 面 所 述 大 致 相同 的 方 
法 ， 定 义 它 是 由 三 个 矢量 构成 的 平行 六 面体 ， 当 我 们 按照 这 三 个 
矢量 的 所 有 组 合 在 整个 空间 平移 时 ,就 如 同 初 基 单 胞 的 情况 一 梓 ， 
它 将 排 满 整个 点 阵 空间 。 所 不 同 的 是 每 一 个 单 胞 不 要 求 只 合 一 个 
” 阵 点 ， 我 们 把 所 含 阵 点 多 于 一 个 的 单 胞 称 为 非 初 基 单 胞 或 复式 初 
基 单 胞 。 图 2-2 所 示 是 一 些 初 基 单 胞 和 非 初 基 单 胞 的 例子 ， 

需要 指出 ， 所 有 初 基 单 胞 的 体积 (在 图 2-2 中 是 面积 ) 是 相同 
的 。 显 然 ， 初 基 单 胞 和 非 初 基 单 胞 可 以 有 无 数 多 种 选取 方法 。 然 
而 ， 如 果 我 们 注意 到 某 些 规定 ， 那 么 ， 对 如 何 选取 单 胞 就 有 了 对 
LR. (RSA, RRR REBAR: REE 
样 选 轴 ， 点 阵 总 是 不 变 的。 不过， 由 于 选取 不 同 的 单 胞 ， 可 能 导 
致 同一 个 点 阵 有 不 同 的 名 称 和 符号 .( 注 ， 按照 我 们 定义 的 单 胞 ， 
原点 不 一 定 选 在 阵 点 上 。 我 们 所 要 求 的 是 ， 单 胞 在 整个 空间 重复 
平移 之 后 ， 应 能 导出 此 种 点 阵 。 显 然 ， 色 使 原点 不 选 在 阵 所 上 ， 
这 种 要 求 也 是 能 够 满足 的 .) 
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我 们 还 要 给 晶体 结构 这 个 词 下 个 定义 。 我 们 说 到 晶体 结 梅 ， 
意思 就 是 指 的 晶体 中 原子 的 周期 排列 。 这 种 晶体 结构 可 以 搞 述 为 
每 一 个 阵 点 和 原子 团 的 结合 。 这 样 的 原子 团 就 称 为 结构 的 基 元 或 
ARSE. 因此 ， 晶 体 绪 构 是 由 点 阵 和 基 元 构成 的 。 我 们 只 要 将 
单 胞 及 其 中 原子 在 整个 空间 重复 ， 就 可 以 得 到 晶体 结构 。 而 初 基 
单 胞 是 能 给 出 晶体 结构 的 最 小 单 胞 。 但 是 ， 有 时 我 们 宁肯 选取 较 
大 的 单 胞 ,以便 更 清楚 地 显示 出 点 阵 的 对 称 性 .这 个 问题 在 以 后 各 
草 中 还 要 充分 讨论 。 

无 论 单 胞 是 否 是 初 基 的 ,我 们 都 必须 记 住 : 对 于 晶体 结构 ,所 
讨论 的 是 单 胞 连同 其 中 所 含 实体 的 对 称 性 ， 而 不 只 是 阵 点 排 成 的 
PR EE LAT BEE 
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在 着 手 推 导 晶 系 以 前 ， 有 必要 先 说 一 下 一 个 有 关 的 规则 。 这 
就 是 ， 对 于 所 选取 的 单 胞 ， 我 们 采用 通常 的 右手 坐标 系 ， 令 各 个 
轴 为 a、b、c， 轴 间 角 为 4、 
b, Y. 图 2-3 示 出 这 些 轴 和 轴 
Hf. 

关于 晶 系 的 讨论 ， 我 们 将 
先 考虑 最 低 次 对 称 操作 对 单 胞 
的 作用 ， 然 后 ， 除 3 次 轴 和 6 
次 轴 以 外 ， 再 把 我 们 的 方法 逐 
步 引 伸 到 最 高 对 称 性 〈 我 们 把 
3 次 轴 和 6 次 轴 留 到 最 后 ， 是 图 2-3” 轴 与 轴 间 角 。 
因为 在 那里 出 现 了 很 多 复杂 问题 ， 以 致 与 其 有 关 的 晶 系 变 得 相当 
特殊 ). 七 种 晶 系 的 提出 ， 正 是 由 于 将 各 种 不 同 的 真 旋转 和 非 真 旋 
转 应 用 于 单 胞 的 各 个 轴 或 点 阵 平移 矢量 所 得 到 的 结果 。 我 们 可 以 
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按照 以 下 方法 用 一 般 术 语 从 数学 上 来 讨论 这 一 问题 。 如 我 们 在 第 
一 章 所 作 过 的 那样 ， 现在 来 考虑 对 称 操作 作用 于 一 般 位 矢 ! 的 结 
果 ， 这 个 位 矢 是 从 单 胞 的 原点 (可 以 取 在 某 个 阵 点 上 7 引 到 其 中 某 
个 一 般 位 置 的 矢量 ， 我 们 可 以 将 它 硼 示 成 沿 a、b、¢ 轴 的 分 量 形 
A. 这些 分 量 在 选 定 的 坐标 系 中 通常 被 表示 成 单 胞 轴 长 的 分 数 。 
这 就 是 说 ， 在 单 胞 中 离开 原点 的 某 个 (x，y，z) 点 ， 它 的 矢量 分 
量 为 xa、yb、zc。 由 于 我 们 通常 用 分 数 举 标 表示 蝇 体 结构 中 的 原 
子 位 置 ， 所 以 这 种 分 数 坐标 第 被 称 为 原 了 于 位 置 参 数 。 于 是 ， 从 原 
RSS, » DMA BEA 
r=xat+ybize. (2-2) 
PEG AER EDUR. RAG SIPS AC’, 9’, 27), ES 
第 一 个 点 (x，y，2) 的 关系 为 
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这 个 关系 与 方程 (1-14) 所 给 出 的 关系 相同 (仅仅 由 于 我 们 考虑 的 
是 单 胞 ， 所 以 这 里 用 的 坐标 是 分 数 )。 我 们 将 新 点 用 矢量 r' 表示 ， 

于 是 
Y” = Rr=x’a+ y’b+2’c. (2-4) 
由 于 我 们 所 取 的 R 是 对 称 操作 、 所 以 ， 如 果 我 们 将 操作 前 和 操作 
. 后 沿 各 个 轴 向 的 矢量 分 量 作 一 个 比较 ， 就 能 求 得 单 胞 各 个 轴 之 间 
的 关系 ， 我 们 将 要 看 到 ， 对 称 操作 对 单 胞 的 几何 形状 隐 含 某 些 限 
制 ， 从 而 使 轴 长 和 轴 间 角 之 间 具 有 某 些 关系 。 在 以 下 的 讨论 中 我 
DERK: 用 来 定义 晶 系 的 旋转 操作 %C) 和 非 真 旋转 操作 Sns 
只 有 n=1，2，3，4，6 五 种 ， 这 是 因为 要 使 单 胞 一 个 换 一 个 地 填 
满 整 个 空间 ，+ 就 不 可 能 是 其 它 值 ， 这 个 问题 可 以 简单 证 明 如 下 ， 
如 图 2-4 所 示 ， 考 虑 两 个 阵 点 4 和 -4 ,它们 相距 一 个 平移 单位 
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1， 将 一 定 的 旋转 算 符 丸 或 它 的 道 算 符 R- 分 别 作用 在 这 两 点 上 ,从 
而 使 44 旋转 一 个 a 角 而 得 
到 两 个 新 的 点 8 AB’. CE 
1 一 2 节 已 经 讨论 过 ， 每 一 个 
对 称 操作 的 逆 操 作 也 是 一 个 
”对称 操 作 ) 8 和 2B' 也 应 都 是 
阵 点 ， 这 就 要 求 它 们 之 间 的 | 
距离 必定 是 基本 平移 单位 $A 
上 的 整数 倍 。 因 此 ， 我 们 可 图 2-4 ”点 阵 中 的 阵 点 ， 
以 写 为 
t = mt， 此 处 m 是 某 一 整数 . (2-5) 
另外 ， 从 图 中 又 得 到 
t = —2tcosat+t, (2-6) 
把 这 两 个 方程 结合 起 来 ， 我 们 求 得 
cosa=(1—m)/2. (2-7) 
现在 ， 如 果 m 是 整数 ， 那 么 1-m= M 也 是 整数 。 而 且 ， 在 给 定 的 
及 操作 下 ， 为 了 使 结果 具有 封闭 性 ，Cc 角 必定 在 0 和 180 之 阅 , 即 
cosa +10- 12i. 


|cosa|<1, (2-84) 
因此 
|M |<2, (2-85) 
于 是 
M=-2, -1, © 1, 2.. (2-8c) 
这 表明 xc 的 值 只 能 是 


a, 3, 2, 0. (2-8d) 
所 以 ，2z/n 的 旋转 对 应 的 只 能 是 n=2，3，4，6，1。 对 于 非 真 旋 


转 ， 我 们 也 会 得 到 同样 的 限制 条 件 ， 
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员外 还 有 一 种 证 明 方法 如 下 ， 比 如 ， 根 对 于 正 交 笛 卡 尔 坐 标 

给 一 个 绕 c 轴 的 真 旋转 ， 旋 转角 为 0， 则 其 矩阵 为 

[cos0 — sinf 0 

| sing cos 0 ， 

| 0 0 1 
根据 群 论 研究 已 知 ， 如 果 我 们 所 讨论 的 是 晶体 的 对 称 操 作 ， 那 
么 ， 此 种 矩阵 的 迹 (对 角 元 素 的 和 ) 一 定 等 于 整数 。 (例如 可 参阅 
Streitwolf 的 著作 ，p.60.) 因为 lcos0 最 大 值 是 1, 所 以 矩阵 的 
迹 一 定 在 +3 和 1 之 间 ， 即 

1+2cosh=3, 2, 1, 0, —-1, 

因此 ， 


cos = 1, + 0, -三 一 上 。 


正如 我 们 所 预期 的 ,这 五 个 解 分 别 给 出 4 = 1，6，4，3，2 五 种 旋转 。 
现在 ， 我 们 就 来 逐个 地 讨论 七 种 晶 系 ， 从 而 我 们 可 以 看 到 将 
较 高 对 称 性 逐步 加 进去 所 起 的 作用 ， 
2-32 [SPER ”在 这 一 般 情况 下 ， 除 了 1( 上 上 ) RIOZ, 
单 胞 没有 旋转 对 称 性 。 对 于 1 上 )， 根 据 方程 (2-4)， 我 们 可 以 写 


1 0 0 
r’={1l}r=|10 1 o rassis (2-9a) 
| 0 0 1 
式 中 


Xx’ =1x+0y +02, 

y =0x+1y +02, 

2 =0x+0y +12, (2-9b) 
1CE ) 操 作 的 矩阵 可 以 从 附录 1 FER. 正 由 于 我 们 要 求 这 个 操作 
是 对 称 操作 ， 所 以 我 们 得 到 
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r’ =xa+ yb+2¢, (2-9¢) 
这 正 是 恒 等 操作 所 预期 的 结果 . 
在 这 种 一 般 情况 的 例子 中 ， 各 个 分 数 坐标 都 没有 改变 。 如 果 
我 们 用 同样 方法 继续 讨论 I( 让 操作 ， 就 得 到 : 
r’={1}r=—-—xa—- yb-2e. (2-10) 
“在 这 种 情况 下 ,所 有 的 符号 都 变 号 了 。 注意 ， 对 于 这 两 种 情况 ,x、 
y、2z 坐 标 仍然 < 依附 > 在 a、b、c 轴 上 。 这 是 一 种 简化 的 说 法 ， 意 
思 是 指名 个 轴 都 不 具有 对 称 性 ,这些 轴 彼 此 之 间 没 有 任何 关系 ,所 
以 对 单 胞 的 几何 形状 没有 特别 限制 。 因 此 ， 由 对 称 操作 1(E) 或 1 
(i) 决 定 的 单 胞 ， 我 们 称 它 是 三 斜 的 ， 单 胞 的 几何 形状 是 
a 二 0b 夺 c,a bY, 
我 们 还 要 提出 一 个 值得 注意 的 重要 问题 。 符 号 “ 志 ” 所 表示 的 
是 此 种 对 称 性 不 要 求 各 个 量 相等 ， 然 而 ， 在 实验 精度 范围 内 ， 对 
单 胞 的 实验 测定 完全 有 可 能 得 出 某 些 轴 或 全 部 轴 相 等 的 结果 。 这 
并 不 能 说 明 此 种 晶体 就 一 定 有 高 对 称 性 .在 多 数 情况 下 ， 只 有 考 
”上 庶 了 单 胞 中 原子 排列 的 对 称 性 和 某 些 物 理性 质 的 对 称 性 之 后 ， 才 
能 搞 清楚 晶体 的 真实 对 称 性 .例如 PbZrOs8， 从 单 胞 的 几何 形状 
看 ,这 种 晶体 似乎 是 四 方 晶 系 (参看 2-3d 节 ), 然 而， 原子 排列 所 表 
现 出 的 对 称 性 却 远 不 是 四 方 的 。 有 时 ， 由 于 温度 的 变化 可 能 使 单 
胞 发 生 很 大 畸变 ， 以 致使 真实 的 对 称 性 充分 显示 出 来 。 不过， 我 
们 要 记 住 ， 对 各 个 轴 和 轴 间 角 给 以 限制 的 是 对 称 性 ， 而 不 是 其 它 
因素 。 
2-3h 单 斜 晶 系 ”在 这 种 晶 系 中 ， 重 要 的 对 称 元 素 是 2 次 旋 
转轴 2CC2) 和 镜面 mn(o)。 令 2 次 轴 在 c 方 向 ， 这 称 为 第 一 种 定向 ， 
是 大 多 数 固体 科学 家 惯用 的 规则 . 〈 然 而 需要 注意 ,结晶 学 家 们 常 
常 采用 第 二 种 定向 ,规定 2 次 轴 在 b 方 向 .现在 来 考虑 将 2 次 旋转 
加 到 单 胞 上 所 带 来 的 限制 。 很 显然 ， 为 了 转 过 180* 把 a 和 - a 联 系 
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起 来 ，a 轴 必须 垂直 于 旋转 轴 c， 和 否则， 作用 在 a 上 的 2 次 旋转 还 要 
产生 一 个 与 -a 成 某 一 角度 的 另 一 个 轴 . 这 种 情况 可 以 在 图 2-5a 中 
看 到 ， 其 中 新 轴 标 为 a^。 同 样 ，b 轴 必须 垂直 于 c 轴 ， 但 不 要 求 垂 
HY a 轴 。 利 用 附录 1 PRERE RIK 2 次 操作 的 结果 写 
为 


r’ = {2[001]}r = - xa— yb + zc, (2-11) 
mo) P/E (mE SOMA REA 
r={ml001}}r=xat+yb-ze, (2-12) 


方程 (2-11) 中 ce 分 量 和 a、b 分 量 之 间 符 号 上 的 不 同 ， 意 昧 着 a 、b 都 
与 垂直， 这 可 以 从 变换 前 后 这 些 分 量 的 标 积 看 出 。 变 换 前 ，a 轴 
分 量 和 c 轴 分 量 的 标 积 为 
| xa * ZC, (2-130) 
变换 后 为 
x’as2/C= 一 XavzC， (2-188) 
此 处 ,方程 (2-136) 的 右边 引用 了 方程 (2-11) 的 结果 x = 一 Xx,2 = 
z。 由 于 我 们 要 求 2(Cz) 操 作 是 对 称 操作 ， 即 操作 后 晶体 不 变 ， 所 
以 、 根据 定义 ， 方 程 (2-134) 和 方程 (2-135) 必 须 相 等 。 于 是 ， 我 
们 得 到 
xz|lal|c|cosB= -xzlallc|cosph, (2-14a) 
cos = ~ cosB 或 B = 90°. (2-146) 
由 于 = 90 ， 这 就 说 明了 a 和 c 是 垂直 的 。 用 同样 方法 也 可 以 证 明 
b 和 垂直 (a = 90")。 然 而 ， 对 a 方向 分 量 和 b 方 向 分 量 求 同 样 的 
标 积 ， RIRAN EREA. 所 得 结果 为 : 

y’ laliblecos? = xylallblcosy, (2-15) 
MARCELO, FRAME AMEE. Bi, YEERE 
的 。 男 外 ， 在 这 些 操作 下 各 个 轴 的 大 小 没有 发 生 交 叉 变 化 ， 这 一 
事实 说 朋 对 各 个 轴 的 长 度 没有 给 出 限制 ， 因此， 对 于 “第 一 种 定 
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向”, 单 斜 品系 有 

ax:b+:c, a=ß=90°, Y¥90°. 
应 当 指出 ， 我 们 通常 选取 的 单 胞 是 使 ?大 于 90*。 实 际 上 ， 除 了 在 
描述 晶体 结构 问题 上 不 如 此 就 要 出 现 混淆 以 外 ， 这 只 是 一 个 不 严 
格 的 规定 。 同 样 ， 我 们 用 镜面 代替 2 次 旋转 轴 , 引用 方程 (2-12)， 
也 得 到 同样 的 各 个 轴 和 轴 间 角 的 关系 。 图 2-5b 所 示 就 是 一 个 单 斜 


2-5 (a) 绕 c 轴 进行 2 次 对 称 操作 的 结果 . 
(b) 单 斜 单 胞 。 


当然 ， 如 果 我 们 选用 “第 二 种 定向 >， 2 次 轴 是 b 轴 、 或 者 镜 
面 垂 直 于 b 轴 ， 那 么 ， 我 们 得 到 的 是 o 
axbxc, a=Y¥=90°, 890°. 
这 “第 二 种 定向 >， 通 常 是 结晶 学 家 们 乐于 选用 的 ， 
2-3c 正 交 晶 系 ”在 这 种 唱 系 中 ， 我 们 考虑 两 个 或 两 个 以 上 
2 次 轴 或 2 轴 “〈 即 镜面 ) 的 作用 ， 假 定 沿 a 轴 《或 L100] 方 向) 和 
”b 轴 (或 7010] 方 向 ) 有 2 次 轴 ， 那 么 ， 我 们 就 可 以 得 到 
{2 100]}r= xa— yb — zc, a (2-164) 
和 和 
{2[010]yr = — xa+ yb- ze. (2-16b) 
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如 采 再 取 这 两 个 操作 的 积 ， 就 得 到 
| {201001}{2L010]}r = — xa — yb+ zc, (2-16c) 

结果 和 绕 c 轴 〈 或 [001 方 向 ) 的 2 次 旋转 轴 相 同 。 这 说 明 ， 如 果 
有 两 个 2 次 轴 ， 就 必然 有 第 三 个 2 次 轴 。 而 且 , 通过 符号 的 变化 ， 
使 我 们 知道 它 与 前 两 个 2 次 轴 垂 直 。 正 如 我 们 在 单 斜 晶 系 中 利用 
方程 (2-13) 和 (2-14) 那样 ， 由 方程 (2-164) 使 我 们 知道 a 与 
b, cH EH, WA (2-160) Rb ya, cH. 因此, 所 
得 到 的 三 个 轴 互 相 垂直 .由 于 坐标 没有 发 生 相 对 于 各 个 轴 的 互 换 ， 
所 以 轴 长 没有 受到 限制 。 因 此 ， 由 两 个 2 次 轴 我 们 导出 了 一 个 晶 
A> PAIR MA, ERA 

abc, a=f=V=90°. 
最 后 ， 我 们 留 下 一 个 问题 给 读者 作为 练习 ， 证 明镜 面 和 2 次 轴 的 
适当 组 合 也 导出 正 交易 系 。 
2-3¢ 四 方 晶 系 ”在 这 种 情况 中 ， 我 们 考虑 一 个 4(C9) 或 一 

MACS 操作 对 单 胞 的 限制 ， 按 照 在 单 斜 晶 系 中 对 方程 (2-13) 
和 (2-14) 同样 的 论证 ， 我 们 可 以 看 到 ， 如 果 将 4(C4) 选 在 c 轴 
方向 (惯用 取 法 )， 则 a 和 必定 垂直 于 c。 并 且 ， 为 了 不 致 产生 多 
余 的 轴 ， 这 种 4 次 操作 一 定 是 依次 使 +a 运动 到 +b，+b 运动 到 
-a，-a 运 动 到 -b，-b 运 动 到 + a。 这 从 数学 上 可 以 写成 


r = {4(001]}r= - vat xb+ zc, (2-17a) 
同样 ， 我 们 还 可 以 得 到 
r” = {45C001] ir = ya 一 Xb+ zc. (2-176) 


FH, WFASCDA CS (54) 也 具有 类 似 的 关系 。 KE, FSH 

变化 又 一 次 说 明 a、b、c 是 互相 垂直 的 。 应 当 指 出 ， 现 在 出 现 了 xX 

和 yy 的 交换 ， 说 明 a 和 b 的 长 度 一 定 相 同 。 因 此 ， 从 4(C,) 或 4C(33) 

操作 导出 了 一 个 新 的 晶 系 ， 我 们 称 之 为 四 方 晶 系 ， 此 时 有 
a=bxc, a= p=?= 90°. 
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当然 c< 可 以 大 于 或 小 于 a = 0. 
2-3e LAAR 这 种 品系 是 固体 物理 学 家 和 固体 化 学 家 所 
熟知 的 具有 最 高 对 称 性 的 晶 系 。 然 而 尽管 如 此 ， 我 们 也 还 是 要 比 
较 仔 细 地 讨论 一 下 如 何 定 义 这 种 最 系 。 如 果 以 所 有 轴 相 等 和 所 有 
角 等 于 90" 作 为 判 据 来 定义 这 种 晶 系 ， 那 是 不 充 分 的 。 正 如 我 们 
一 直 强 调 指出 的 ， 在 确定 唱 系 的 问题 中 ， 对 称 性 是 一 个 重要 的 判 
据 。 正 是 对 称 性 而 不 是 其 它 条 件 决 定 了 我 们 如 何 选 轴 。 那 么 ， 在 
立方 晶 系 中 ， 重 要 的 对 称 元 素 是 什么 呢 ? 大 概 会 使 人 感到 意外 ， 
它们 却 不 是 在 立方 体 上 容易 看 到 的 三 个 互相 垂直 的 4 次 轴 ， 反 而 
是 沿 着 立方 单 胞 体 对 角 线 《111) 方 向 的 四 个 3 ka. CE: RES 
表示 一 组 对 称 等 价 方向 。 对 于 《111?， 所 表示 的 是 [1111、[111]、 
[191], (i119, CITT). C1111. ri、 CE 了 一 组 方向 。) 正 如 我 
们 在 第 四 章 和 第 五 草 将 要 看 
到 的 ， 没 有 4 次 轴 的 立方 曲 
体 是 完全 可 能 的 . 用 群 论 或 
球面 三 角 能 够 证 明 ， 如 果 晶 
体 有 一 个 以 上 的 3 RA, AB 
么 它 就 必定 同时 有 四 个 3 次 
轴 ， 每 两 个 之 间 的 交角 是 
109°28’. 
现在 ， 我 们 来 证 明 由 四 
个 3 次 轴 给 出 的 是 立方 单 图 2-6 ”立方 晶 系 的 四 个 3 次 对 称 轴 。 
胞 。 人 参看 图 2-6， 将 [111] 方 向 的 3 次 轴 〈 在 图 上 用 全 标记 ) 对 r 作 
一 次 或 两 次 操作 ， 得 到 四 
{3[111]}r = za+ xb+ ye, (2-18a) 
{32[111]}r = ya + zb + xc. ~“ (2-180) 
由 于 各 分 量 可 以 自由 地 互相 交换 ， 这 说 明 全 部 的 轴 都 是 可 以 互相 
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交换 的 ， 因 此 ， 它 们 有 相等 的 长 度 。 
将 图 上 标记 为 色 的 [111] 方 向 的 3 次 轴 对 r" 作 同样 操作 ， 得 到 
{3[111]}r = ya- zb- xc, (2-19a) 
{3 C11i]}r = -za + xb- yc. (2-196) 
其 余 的 3 次 轴 也 可 以 得 到 类 似 的 关系 。 于 是 我 们 看 出 ， 除 了 各 个 
轴 相 等 之 外 , 符号 本 身 的 交换 还 说 明 所 有 的 轴 都 是 正 交 的 ， 因 此 ， 
我 们 选取 的 四 个 3 次 轴 给 出 一 个 新 的 晶 系 ， 称 为 立方 晶 系 ， 有 
a=b=c, a=fB=Y=90°. 

2-3f =FRRAKA BH 我 们 有 意 把 三 H RAAD ih 
系 留 到 最 后 ， 是 因为 这 两 种 草 系 在 某 些 方面 存在 着 与 其 它 晶 系 不 
同 的 问题 。 在 文献 中 对 于 这 两 种 晶 系 相当 混乱 ， 我 们 希望 以 下 的 
讨论 和 3~3f 节 关于 有 心 化 的 讨论 将 能 溢 清 这 个 问题 。 建 议 读者 在 
学 习 3-3{ 节 之 后 ， 最 好 再 重读 一 下 现在 这 一 节 。 

我 们 先 来 讨论 六 方 晶 系 ， 这 种 晶 系 可 以 定义 为 具 有 单一 的 
6(Ce) 或 5CS8) 轴 的 晶 系 ,注意 ， 我 们 在 这 里 立刻 碰 到 一 个 概念 
性 的 困难 ， 即 6 轴 等 效 于 以 能 夫 利 斯 符号 表示 的 3 次 非 真 旋转 轴 
35， 或 者 说 ， 等 效 于 带 有 垂直 镜面 的 3 次 真 旋转 轴 (在 国际 符号 


PRA). 这 个 关系 将 在 第 四 章 中 讨论 。 REH, AYMAN 


以 用 6 KMM, 也 可 以 用 结合 有 其 它 对 称 操作 的 3 次 轴 描述 ，. 
而 究竟 用 哪 一 种 方法 ， 这 里 可 能 有 些 混 乱 。 按 照 和 其 它 唱 系 相 同 
的 讨论 ，6 或 6 对 称 性 导致 a 轴 和 b 轴 互 成 120" 角 。 例 如 ,我 们 可 以 


利用 图 1-4 或 附录 1 中 的 矩阵 写 出 

1 -1 0 
1 0 0 
0 0 1 


+i = {6[001]}r = r=x/at+y’b+2/e, 


(2-20a) 
其 中 


x =1%-lyt+ 02, 


se 30 + 


y’ =1x+0y + 02, 


z’=0x+0y + lz, (2-206) 
所 以 ， 我 们 得 
{6[001]yr = x(a+b)— ya+ ze. (2-20c) 
同样 ， 我 们 求 得 
tr /= {62C001}r=xb+ y(—-a-—b) +2, (2-21) 


如 此 等 等 ， 
相对 于 a 轴 和 b 轴 的 坐标 x 和 y 可 以 目 由 交换 ， 说 明 a 和 b 的 长 度 
相等 。 而且， 可 以 十 分 简单 地 证 明 ， 这 些 方 程 是 由 互 成 120° 角 的 
a 轴 和 b 轴 构成 的 。 事 实 上 ， 变 换 前 a、b 轴 分 量 的 标 积 与 变换 后 的 

标 积 具有 相关 性 。 例 如 ， 对 于 {6[L001J}r， 此 种 关系 是 

xa. yb=x(a+b) e» (— ya), (2-22) 

所 以 得 到 
xylallblcos? = xyf — lallblcos? ~ jal], (2-23) 
于 是 ， 由 jal = |b], Rae 


cos? = — > (2-24) 


可 见 ，a 轴 和 4b 轴 夹 角 为 120"。( 当 
然 ， 这 是 意料 中 的 ， 因 为 在 第 一 章 KO / 
中 推导 出 6 次 旋转 矩阵 时 就 假定 了 
参考 轴 之 闻 夹 角 为 120”"。 然 而 , 为 op b 
了 看 清楚 将 它 作用 到 单 胞 上 ， 轴 间 / 
关系 仍 保持 不 变 ， 现在 就 更 明晰 
了 .) 用 同样 方法 我 们 可 以 证 明 e i 3 a+b 
直 于 a 和 b。 因 此 ，6 次 对 称 性 就 音 图 2-7 AARNE. 
RE 

a=b+c, @=ß=90°, r=120°. 
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此 外 还 应 指出 ， 除 了 a 轴 和 b 轴 以 外 ， 还 有 一 个 -~a-b， 在 长 度 上 
与 a、b 相 等 ， 而 它 与 a 轴 和 b 轴 之 间 的 夹 角 都 是 120"( 参 看 图 2-7)。 
当然 ， 我 们 也 可 以 选 -a- b 作 为 一 个 轴 ， 从 而 在 这 种 晶 系 中 有 四 
个 可 能 的 轴 。 我 们 有 时 就 使 用 这 种 四 轴 配 置 ， 特 别 在 讨论 晶体 形 
态 时 常常 如 此 。 不 过 ， 我 们 在 下 面 将 继续 使 用 这 种 三 轴 符 号 ， 另 
外 还 有 一 点 必须 注意 的 是 ， 有 些 书 中 ， 会 看 到 六 方 点 阵 单 胞 被 画 
成 六 棱柱 形 ， 这 是 不 正确 的 。 实 际 上 ， 一 个 六 楼 柱 由 三 个 单 胞 构 
成 。 而 规定 的 六 方 单 胞 也 象 定义 其 它 唱 系 的 单 胞 一 样 ， 是 一 个 平 
行 六 面体 .( 例 如 ， 可 参看 图 2-8a.) 

对 于 三 方 晶 系 ， 我 们 定义 它 是 具有 单一 的 3(Cs) RICS) $h 
WA. 同样 要 指出 ， 这 里 也 有 关于 3 和 S55 的 概念 性 困难 。 由 于 
六 方 晶 系 和 三 方 晶 系 的 单 胞 轴 之 间 有 相同 关系 ， 目 前 ， 有 些 作者 
认为 ， 最 好 是 把 三 方 晶 系 看 成 六 方 晶 系 的 特殊 情况 ， 而 不 作 单 独 
处 理 。( 例 如 ， 可 参阅 Megaw 的 著作 .) 

下 面 的 问题 是 ， 基 本 上 有 两 种 定义 晶 系 的 方法 -HEMA 
体 的 对 称 性 (如 我 们 这 里 所 做 的 ， 见 2-2 节 的 末尾 部 分 )， 另 一 种 
是 用 点 阵 的 对 称 性 。 按 照 后 一 种 方法 ， 我 们 考虑 的 是 具有 6 次 对 
称 性 的 六 方 点 阵 (用 符号 已 表示 )， 从 而 导出 六 方 晶 系 。 在 这 种 方 
案 中 , 另外 还 有 一 个 所 谓 蓉 形 晶 系 (用 尺 表 示 ), 其 中 有 3 次 对 称 性 
但 没有 6 次 对 称 性 ( 见 后 面 的 讨论 )。 这 样 一 来 ， 按 这 种 方案 ， 虽 
然 唱 系 总 数 还 是 七 种 ， 但 没有 三 方 晶 系 。 尽 管 这 种 方案 有 一 定 优 
点 ， 但 我 们 还 是 坚持 采用 目前 国际 表 中 的 方法 ， 这 是 大 多 数 人 熟 
悉 的 方法 ， 即 有 一 个 独立 的 六 方 晶 系 和 一 个 独立 的 三 方 晶 系 ， 而 
BRE AREAL ARORA. 

Ait, RNMEBKTO- TRE A PO. TER 
“ 形 单 胸中， 各 个 轴 和 轴 间 角 所 满足 的 条 件 是 


a=b=c, a=P=Y¥, 
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V 图 2-8 ”从 有 心 的 三 方 点 RESHU EAE MK. 
其 中 3CCs) 或 3CS5) 轴 与 a、b、c 的 交角 相等 。 图 2-8 所 示 是 这 种 单 
胞 ， 以 及 如 何 从 有 心 的 三 方 点 阵 来 构成 这 种 效 形 单 胞 的 示 意 图 。 
PHSB MAAN ANAK, FEM 的 3CCs) RICE) 
轴 取 三 方 晶 系 ， 再 结合 考虑 各 个 轴 和 轴 间 角 的 条 件 。 如 我 们 前 面 
讨论 过 的 ,关于 点 阵 的 结果 与 六 方 品系 相同 “然后 ,为 了 符合 三 方 
的 条 件 ， 将 一 定 的 心 加 到 此 种 点 阵 中 去 ( 即 在 单 胞 的 一 些 特定 位 
BEWE) 这样 做 了 ， 就 可 以 象 图 2-8 那 样 选取 萎 形 单 胞 。 在 
下 一 章 中 ， 我 们 将 要 完整 地 讨论 各 种 品系 的 有 心 化 问题 ， 所 以 ， 
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我 们 将 此 处 的 问题 留 到 3-3{ 节 再 做 详细 讨论 。 然而 ， 需要 指出 ， 
图 2-8 所 示 的 次 形 单 胞 是 初 基 的 ， 并 且 由 于 不 具有 6CCe) 或 6(S5) 
对 称 性 ， 所 以 它 符合 三 方 品系 的 对 称 性 ， 而 不 符合 六 方 晶 系 的 对 
称 性 ， Oo o 


在 附录 2 中 ， 我 们 以 适当 的 形式 总 结 了 七 种 晶 系 。 根 据 对 称 
性 条 件 ， 我 们 对 七 种 晶 系 确定 了 各 个 轴 的 长 度 和 轴 间 角 ， 下 面 ， 
我 们 总 结 一 下 讨论 的 结果 ， 
这 里 ， 我 们 必须 再 一 次 强调 指出 ， 不 等 号 的 意思 是 指 对 称 条 
件 不 要 求 这 里 是 等 号 。 然 而 ， 正 如 前 边 所 指出 的 ， 在 实验 误差 范 
围 内 ， 某 些 轴 和 轴 间 角 可 能 相等 。 在 这 种 情况 下 ， 仔 细 地 从 实验 
上 测定 原子 排列 ， 可 能 弄 清 楚 它 的 真实 对 称 性 。 例 如 ， 一 次 孤立 
的 单 胞 参量 测定 ,在 实验 精度 范围 内 可 能 发 现 6 = b =c, a= 8=?= 
90° .然而 ,通过 更 全 面 的 分 析 , 各 种 原子 在 单 胞 中 的 排列 有 可 能 了 
解 得 比较 清楚 ， 从 而 使 我 们 了 解 到 它 原 来 只 有 2 次 对 称 性 ( 正 交 
品系 )。 用 和 群 论 的 词汇 来 说 ， 这 是 一 个 被 称 为 偶然 简 并 的 例子 。 
1(2) m1) ZAL axbxe 
a BAP 
2(C,)R2(0) Me abac 
a=ß=90°%? 
《第 一 种 定向 ) 
a=7?= 90°xp 
(第 二 种 定向 ) 
两 个 2 或? 轴 EX os a HEP 
a=B=P=90° — 
ACC RACS PA a=b¥e 
+ 345 


1 at; ， 
k. "一 


a=fB=Y=90° 
四 个 3 或 3 轴 ”了 立方 a=b=c 
a=B=VY=90° 
6(Cg) RECS?) AF a=b%c 
a= B=90°;?=120° 
3(Cs) 或 3CS5) =H BATA 
(ZE) (a=b=c¢c,a=ß =Y) 


问 题 | 
1. (8) 证 明 单 胞 体积 为 


abc(1 ~ cos’a — cos? p - cos’? + 2cosacosfcos?) 7 
(b) 证 明 ， 在 给 定点 阵 中 ， 所 有 初 基 单 胞 的 体积 相等 ， 与 各 个 轴 的 选取 方 
法 无 关 。(e) 证 明 ， 在 Yi 和 Y; 处 两 点 之 间 的 距离 是 
Cixi- x) a? t (4, — yy) b? + (2, - za) e? +21— x) (yi ya abcosY 
+2 (yi — yo) (21— 22) bec0Sa + 2(2; — 22) (x, — Xa) cacosBy'/*, 

2。 假 定 有 一 个 单一 的 4(si) 轴 ， 利 用 附录 1 中 的 矩阵 证 明 ; a= bcs 
g= p=7?= 90"。 如 果 单 胞 有 一 个 包含 2(C,) 轴 在 内 的 镜面 mo), KET 
轴 和 轴 间 角 的 关系 ， | 

3. TE; 如果 晶体 中 有 一 个 以 上 的 3 次 轴 ， 则 共有 四 个 3 次 轴 。 

4。 任 意 画 一 个 物体 ， 使 它 具 有 立方 对 称 性 ， 但 没有 4(C4) 轴 。 

5。 利 用 立方 唱 系 的 .C4<001> CDEP RE, HHUA RRB 
有 48 个 操作 。 


$ 
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第 三 划 14 种 布 拉 菲 点 阵 


5-1 引言 


这 一 章 的 目的 是 说 明 整 个 空间 只 有 14 种 不 同 的 点 阵 ， 这 些 点 
阵 被 称 为 14 种 空间 点 阵 ， 更 经 常 称 为 14 种 布 拉 菲 点 阵 . 

从 前 一 章 ， 我 们 已 经 看 到 有 七 种 晶 系 。 读 者 可 能 已 经 想到 ， 
把 七 种 晶 系 和 初 基点 阵 的 概念 结合 起 来 ， 应 该 得 到 总 共 七 种 不 同 
的 布 拉 匡 点 阵 ， 每 一 种 晶 系 有 一 种 点 阵 。 不 过 三 方 晶 系 和 六 方 晶 
系 由 此 得 到 的 点 阵 是 等 价 的 ， 所 以 ， 事 实 上 按 这 种 方式 导出 的 点 
阵 只 有 六 种 ， 这 些 点 阵 我 们 用 忆 为 标记 ， 用 以 代表 每 一 种 晶 系 的 
初 基 单 胞 或 P 单 胞 。 

依次 取 六 种 初 基点 阵 的 每 一 种 ， 按 一 定 的 有 心 化 条 件 将 另 一 
些 阵 点 加 进去 ， 我 们 就 得 到 其 余 八 种 布 拉 菲 点 阵 ， 有 心 化 以 后 ， 
第 一 个 问题 是 ， 新 的 排列 是 否 还 是 点 阵 ? 第 二 个 问题 是 ， 得 到 的 
点 阵 是 不 是 新 的 点 阵 ? 由 此 得 到 的 八 种 有 心 点 阵 ， 其 中 七 种 已 有 
了 名 称 ( 体 心 、 全 面 心 、 单 面 心 ) 和 新 的 符号 (1、F 和 A、B、C). 
剩 下 来 最 后 一 种 新 点 阵 ， 是 一 种 特殊 的 有 心 六 方 点 阵 ， 正 如 我 们 
在 3-3f 节 将 要 讨论 的 ， 重 新 选 定 合 适 的 参考 轴 之 后 ， 可 把 它 看 成 
EME AK. 

我 们 将 要 看 到 ， 某 一 种 晶 系 可 能 有 全 部 四 种 空间 点 阵 OI, 
FF、C)， 而 有 些 晶 系 可 能 只 有 P 点 阵 ， 很 明显 ， 由 于 在 各 种 不 同 
ROBIE TM, MU EPR A, FL CARE, a 
有 一 个 其 中 包含 不 只 一 个 阵 点 的 单 胞 ， 这 些 包含 不 只 一 个 阵 点 的 
单 胞 ， 就 是 2-2 节 讨论 过 的 复式 初 基 单 胞 ， 在 讨论 布 拉 菲 点 阵 时 ， 
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采用 按 这 种 方式 构成 的 复式 初 基 单 胞 是 很 方便 的 ， 也 是 惯用 的 方 
法 。 在 3-2 节 中 ， 我 们 将 对 这 些 所 谓 有 心 单 胞 作 详细 的 讨论 ,我 
们 在 选用 这 种 惯用 单 胞 时 ， 对 于 给 定 的 晶 系 ， 凡 是 属于 这 种 晶 系 
的 空间 点 阵 都 选用 相同 的 参考 轴 ， 这 样 ， 全 部 的 惯用 有 心 单 胞 就 
将 严格 地 表现 出 和 对 应 的 初 基 单 胞 有 完全 相同 的 旋转 对 称 性 。 然 
而 ， 必 须 认 识 到 ， 对 于 这 些 新 的 [、 五 、C 点 阵 ， 其 中 任何 一 种 总 
可 以 选取 出 具 含 有 一 个 阵 点 的 更 小 的 单 胞 。 这 种 I、 政 、C 点 阵 中 
的 初 基 单 胞 也 是 一 种 完全 合理 的 单 胞 ， 因 为 它 按照 点 阵 矢量 平移 
也 将 再 现 整 个 空间 点 阵 。 缺 点 是 ， 这 种 单 胞 本 身 不 能 以 简洁 清晰 
的 方式 反映 出 此 种 晶 系 的 全 部 对 称 性 。 所 以 ， 结 晶 学 家 通常 不 选 
Al. F, CAM pH EM. ERT, BREE RE 
子 能 带 理论 和 品格 振动 问题 中 ， 或 在 某 种 计算 问题 中 (例如 ,允许 
电子 态 或 振动 态 数目 的 计算 ), 则 经 常 选 用 这 种 初 基 单 胞 。 这 可 能 
是 因为 初 基 单 胞 具有 完全 的 点 阵 平移 对 称 性 ， 从 而 具有 完全 的 哈 
密 顿 函数 的 平移 对 称 性 。 在 3-4 节 讨论 了 这 些 初 基 单 胞 之 后 ,这 些 
问题 就 更 清楚 了 。 


5-2 点 阵 的 有 心 化 


我 们 在 3-1 节 已 经 指出 ,我 们 将 选 定 的 参考 轴 和 蝇 系 的 旋转 对 
称 性 联系 起 来 ， 得 到 了 六 种 点 阵 ， 根 据 定义 ， 这 六 种 点 阵 是 初 基 
点 阵 或 P 点 阵 。 对 于 这 些 点 阵 ， 我 们 希望 确定 在 点 阵 条 件 仍 然 
满足 的 前 提 下 ， 是 否 能 把 更 多 的 点 加 到 点 阵 上 去 .与 此 同时 ， 加 
上 这 些 点 之 后 还 必须 保持 晶 系 不 变 。 如 果 我 们 想 要 构成 一 种 新 的 
空间 点 阵 或 布 拉 菲 点 阵 ， 这 就 是 必要 的 两 个 条 件 . 例如， 如 果 我 
们 从 简单 立方 初 基点 阵 出 发 ， 并 在 满足 点 阵 条 件 的 前 提 下 加 上 
一 些 其 它 阵 点 ， 那 么 ， 我 们 还 必须 保证 新 点 阵 仍然 有 立方 对称 
| tE. 
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在 这 一 节 中 ， 我 们 要 讨论 的 是 一 般 情况 下 加 上 阵 点 的 结果 ， 
而 在 下 一 节 中 ， 讨 论 的 是 每 一 种 晶 系 加 上 阵 点 之 后 的 具体 结果。 
由 于 这 些 新 的 点 加 上 之 后 必需 满足 点 阵 条 件 ， 所 以 ， 这 些 点 一 定 
加 在 二 所 阵 的 高 对 称 位 置 上 。 这 些 位 置 是 ， 每 个 单 胞 体 心 上 的 单 
一 的 态 ， 单 胞 各 个 独立 面 中 心 上 的 点 ， 单 胞 某 一 个 面 中 心 上 的 点 
(在 后 边 将 要 看 到 ， 单 胞 两 个 独立 面 中 心 上 的 点 是 点 阵 条 件 所 不 
允许 的 )， 以 及 能 给 出 葵 形 点 阵 的 三 方 晶 系 中 一 些 特殊 中 心 位 置 
(参看 2-3f 节 )。 下 面 ， 我 们 将 分 别 讨论 每 一 种 形式 的 有 心 化 。 然 
后 ， 在 3-3 节 中 我 们 将 分 别 讨论 每 一 种 晶 系 ， 并 确定 此 种 晶 系 内 
究竟 有 了 哪 几 种 形式 的 有 心 化 能 满足 点 阵 条 件 并 形成 新 的 点 阵 。 

5-2a 体 心 (1) 对 于 这 种 形式 的 有 心 化 ,附加 点 应 该 加 在 矢量 
《a/2+b/2+c/2) 的 端点 上 ,结果 如 图 3-16 所 示 ， 在 单 胞 的 体 
心 上 有 一 个 点 。 这 样 得 到 的 仍然 是 点 阵 ， 用 符号 1 表示 ( 取 自 德 文 
lnnenzentrierung)。 和 需要 指出 ， 现 在 这 种 单 胞 (应 以 能 形成 点 阵 
为 条 件 ) 含 有 两 个 阵 点 ， 一 个 在 单 胞 的 原点 (0，0，0) 位 置 ， 一 个 


在 体 心 (J. 3, 1) 位 置 。 至 于 图 中 的 其 余 阵 点 ， 则 是 属于 
近邻 单 胞 的 ， 或 者 换 一 种 说 法 ， 即 单 胞 八 个 顶 角 的 每 一 个 顶 角 位 
置 有 。 个 阵 点 和 体 心 位 置 有 一 个 阵 点 ， 当 然 ， 顶 角 上 的 阵 点 和 体 
心 上 的 阵 点 并 没有 本 质 上 的 不 同 ，( 我 们 记得 ,原点 的 选取 是 完全 


图 3-1 两 种 形式 的 有 心 化 ，(a》 四 个 初 基 单 胞 (不 一 定 为 立 A). bed 
《 共 绘 出 四 个 单 胞 ) .4c) 全 面 心 的 (为 了 清晰 只 绘 出 一 个 单 胞 ) 。 
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FERR, TVA, AI ERA EA BP A I DR AT 
点 挪 开 ， 这 时 就 可 以 看 到 两 个 阵 点 全 都 在 单 胞 之 内 .) 

3-2 AOF) 对 于 这 种 形式 有 心 化 ， 是 把 三 个 新 的 点 加 
进 原来 的 初 基 单 胞 。 它 们 被 放 在 单 胞 每 个 面 的 中 心 位 置 上 ， 或 者 
说 ， 是 在 矢量 (a/2+b/2)、(a/2+ Cc/2)、(b/2+c/2) 的 端点 位 置 
上 。 这 样 得 到 的 点 阵 用 符号 了 表示。 图 3-1c 所 示 是 含有 四 个 阵 点 


的 惯用 单 胞 ， 这 四 个 阵 点 的 位 置 是 C0，0，0)、(-3， 专 ，0 小 


(P 0, +) (0, + L), 或 者 换 一 种 说 法 .这 种 单 胞 在 八 个 


顶 角 的 每 一 个 顶 角 上 有 -个 阵 点 ， 在 六 个 面 的 每 一 个 面 上 用 个 


阵 点 。 
3-20 单 面 心 ( 底 心 ) 在 这 种 有 心 化 中 ,不 是 三 个 面 都 有 心 ， 
而 是 只 有 一 个 面 有 心 。 和 如果 心 在 ab 面 上 (位 于 a/2+b/2)， 得 到 的 
点 阵 用 符号 CC 表示 。 仿 些 ， 如 果 心 在 be 面 上 ， 则 用 符号 A 表示 3 如 
果 心 在 ac 面 上 ， 则 用 符号 8 表示 ， 对 于 每 一 种 情况 ， 每 个 单 胞 都 
有 两 个 阵 点 。 这 些 点 阵 是 

Amè 0, 0, om(o, +, L 


ee” 


| BH Ù C0, 0, OA (+ 0, 1 


~) 
Weel” 


CHt (0, 0, OÑ (= T 0 ) 
B 面 心 和 C 面 心 的 例子 将 在 后 边 图 3-4 中 给 出 ， 
5-2d ” 双 面 心 图 3-2 表明 两 个 独立 面 的 有 心 化 决 不 可 能 形 
成 点 阵 ， 因 为 不 管 如 何 选取 平移 矢量 ， 所 有 各 点 的 环境 并 不 是 相 
同 的 (例如 用 虚线 标 出 的 两 点 ). 
3-20 特殊 心 R” 在 上 一 章 中 我 们 已 经 指出 ， 可 以 用 一 种 很 
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述 ,在 + (2, 2, i)me(), 2, 1) AREARE AR 


PAE. HUB Me Reo. MI, RRB 
点 阵 ， 存 在 着 很 多 混乱 ， 读 者 最 好 再 参阅 一 下 3-3f 节 。 造 成 这 种 


图 3~2 一 种 不 可 能 的 点 阵 图 3-3 面 心 和 体 心 中 的 菱形 单 胞 。 
有 心 化 方式 。 


混乱 的 部 分 原因 是 ， 由 于 歼 形 点 阵 既 可 以 取 萎 形 轴 ， 从 而 得 到 含 
有 一 个 阵 点 的 菱形 单 胞 ， 也 可 以 取 六 角 轴 ， 结 果 看 起 来 是 六 方 音 
胞 ， 但 每 个 单 胞 却 含有 三 个 阵 点 。 

似乎 还 可 能 有 体 心 的 萎 形 点 阵 和 面 心 的 苏 形 点 隆 。 但是， 这 
两 种 点 阵 并 不 是 新 点 阵 ， 因 为 它们 可 以 变换 成 每 个 单 胞 只 有 一 个 
阵 点 而 具有 另 一 种 轴 间 角 的 点 阵 ， 这 种 变换 的 例子 如 图 3-3 所 


示 。 


3-3 ”14 种 布 拉 菲 点 阵 


为 了 讨论 14 种 布 拉 非 点 阵 ， 我 们 将 依次 考虑 七 种 晶 系 ， 并 辣 
明 每 一 种 晶 系 中 究竟 能 形成 什么 样 的 独立 的 空间 点 阵 。 与 上 一 党 
一 样 ， 我 们 将 从 最 低 对 称 性 的 三 斜 晶 系 开 始 ， 逐 步 向 高 对 称 性 的 
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晶 系 引伸 。 不 过 ， 和 前 面 一 样 ， 我 们 也 把 三 方 和 六 方 晶 系 留 到 最 
后 讨论 。 图 3-4 示 出 14 种 布 拉 非 点 阵 ， 

3-3a 三 斜 晶 系 ”在 这 种 晶 系 中 ， 既 对 平移 矢量 大 小 即 单 胞 
轴 长 没有 限制 ， 也 对 单 胞 轴 取 向 即 轴 间 角 没有 限制 。 因 此 ， 我 们 
总 可 以 取 一 个 三 斜 点 阵 使 之 有 心 化 ， 而 由 此 确实 可 以 形成 一 个 仍 
然 满足 三 斜 晶 系 条 件 的 点 隆 。 然 而 ， 这 个 点 阵 没 有 新 的 内 容 。 由 
于 单 胞 棱 长 和 轴 间 角 的 完全 任意 性 ， 我 们 总 可 以 另行 选 出 一 个 更 
小 的 初 基 单 胞 。 因 此 ， 三 斜 晶 系 只 有 一 种 布 拉 菲 点 阵 ， 即 初 基点 
阵 或 已 点 阵 ， 

3-3b APAR ”图 3-5 所 示 是 单 斜 单 胞 有 心 化 的 几 种 情况 。 
在 这 一 小 节 中 ， 我 们 采用 “第 一 种 定向 >， 把 唯一 的 2 次 轴 取 作 c 
轴 。 从 图 3-56 可 以 看 到 ， 如 果 我 们 试图 使 面 (ab 平面 ) 有心 化 ， 
则 不 能 得 到 新 的 点 阵 。 这 种 点 阵 仍 然 可 以 变换 为 PRE, REA 
不 同 的 a 和 ?， 但 它 仍然 满足 基本 的 单 斜 条 件 ，c ETa, b, 
近 90"， 以 及 所 有 各 轴 的 长 度 不 相等 。 因 此 ， 我 们 说 单 斜 晶 系 的 
P=C. 然而， 如 图 3-5c 所 示 ， 如 果 使 B 面 有 心 化 ， 则 得 到 一 个 
新 的 点 阵 。 这 是 因为 ， 既 要 满足 基本 的 单 斜 条 件 ， 又 要 把 它 表 示 
KEN 已 点 阵 ， 这 是 不 可 能 的 。 如 图 3-5c 中 虚线 画 的 单 胞 所 示 ， 
如 果 着 眼 于 此 种 尸 单 胞 ， 那 么 2 次 对 称 性 就 看 不 出 来 了 。 当 然 ， 
我 们 知道 这 种 点 阵 仍然 有 一 个 2 次 轴 。 在 图 3-ac 中 实 线 所 画 出 
的 复式 初 基 单 胞 就 显示 出 了 这 种 2 次 轴 ， 而 这 是 惯用 单 胞 。. 按 这 
种 方式 有 心 化 的 点 阵 称 为 互 点 阵 ， 在 画 有 14 种 布 拉 菲 点 阵 的 图 3- 
4 中 ， 也 画 出 了 这 种 点 阵 ， 用 同样 方法 ， 可 使 be 面 有 心 化 ， 于 是 
得 到 4 点 阵 ， 但 是 ,如果 我 们 所 讨论 的 晶体 是 以 前 没有 描述 过 
, 的 ， 那 么 ， 通 常 总 是 选取 适当 的 参考 轴 ， 使 能 绘 出 8 点 阵 而 不 是 
与 其 等 价 的 4 点 阵 (B8= 4)， 尽 管 这 并 不 是 严格 的 规定 。 读 者 还 
可 以 证 明 ， 只 要 适当 选取 a、b 轴 ， 单 斜 的 已 点 阵 和 7 点 阵 也 可 以 
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图 3~4 ”14 种 布 拉 非 点 阵 的 惯用 单 胞 . (六 太 单 钨 用 粗 黑 线 面 出 ， 虚 线 的 六 楼 
柱 形 只 是 为 了 有 助 于 说 明 单 胞 的 各 轴 间 角 关 系 而 画 出 ,) 


用 如 点 阵 代 表 ( 即 B= 了 = = 4)， 习惯 上 我 们 总 是 优先 选用 甩 点 
“ 阵 而 不 是 其 它 点 阵 ， 但 并 不 是 严格 如 此 。 于 是 ， 只 有 两 种 独立 的 
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图 3-5 单 斜 点 阵 有 心 化 的 几 种 情况 。 


” 单 倍 点 阵 呈 和 BC 见 图 3-4)。 

结晶 学 家 惯 于 采用 的 “第 二 种 定向 ?， 是 取 唯 一 的 2 次 轴 为 b 
轴 。 对 于 这 种 情况 ， 除 了 有 关 的 轴 发 生 互 换 以 外 ， 上 述 讨论 仍然 
适用 。 于 是 ， 在 这 种 定向 中 ， 已 点 阵 和 C 点 阵 是 仅 有 的 两 种 独立 
的 单 斜 布 拉 非 点 阵 ， 而 C= 下 = 了 = 4， 此 处 通常 是 选取 C 点 阵 。 

3-30 正 交 晶 系 ”我 们 可 以 把 初 基 的 正 交点 阵 考虑 成 是 初 基 
的 单 斜 点 阵 加 上 限制 条 件 而 得 到 的 ， 这 个 限制 条 件 就 是 第 三 个 角 
也 必须 是 90"。 于 是 ， 单 胞 的 全 部 平移 矢量 都 互 成 90"， 只 是 长 度 
不 同 。 正 如 单 斜 晶 系 那样 ， 单 面 心 正 交 点 阵 也 是 一 种 新 点 阵 ， 因 
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为 它 不 能 在 描述 为 P 点 阵 的 同时 却 仍然 反 映 正 交 对 称 性 。 然 而， 
在 正 交 最 系 中 ， 任 何 一 个 面 都 可 以 有 心 化 。 如 果 我 们 想 按 照 图 3- 
5b 中 对 单 斜 C 心 单 胞 作 过 的 那样 ， 由 此 选 出 一 个 初 基 单 胞 , 那 么 ， 
一 定 会 发 现 这 样 得 到 的 各 个 轴 就 不 是 正 交 的 了 。 因 此 ， 我 们 还 有 
一 个 新 的 C 心 点 阵 。 实 际 上 ， 通 过 各 个 正 交 轴 的 互 换 它 也 可 以 被 
描述 为 4 点 阵 或 8 点 阵 。 同 样 ， 在 这 种 晶 系 中 ， 全 面 心 F 点 阵 和 和 
体 心 [点 阵 也 都 是 不 同 于 P 点 阵 和 C 点 阵 的 点 阵 。 因 此 ， 正 交 晶 系 
共有 四 种 独立 的 布 拉 菲 点 阵 了 、J、、C。 在 图 3-4 中 有 这 四 种 
布 拉 菲 点 阵 的 图 示 。( 我 们 再 次 指出 ，C、A、B 三 种 单 面 心 形成 
相同 的 点 阵 ， 但 各 个 轴 要 重新 规定 。) 

5-3d WARK ”根据 3-2d 节 的 讨论 我 们 已 经 知道 ， 如 果 使 
A 面 和 B 面 这 两 个 面 有 心 化 ， 那 么 得 到 的 就 不 是 点 阵 ， 并 且 , 如 果 
这 两 个 面 中 只 有 一 个 面 有 心 化 ， 则 又 不 能 满足 4 次 对 称 性 的 四 方 
条 件 。 所 以 ， 单 面 心 中 需要 考虑 的 就 只 有 C 面 心 一 种 ， 将 这 个 面 
有 心 化 ， 我 们 得 到 一 个 点 阵 ， 但 是 ， 正 如 图 3-6a 折 示 ， 如 果 我 们 
绕 c 轴 旋转 45° 来 看 ， 这 个 点 阵 就 与 P 点 阵 相同 了 。 因此， 在 四 方 
晶 系 中 号 = C。 而 由 于 初 基 单 胞 是 这 两 种 单 胞 中 较 小 的 (前 者 每 音 
胞 有 一 个 阵 点 而 后 者 有 两 个 )， 所 以 ， 我 们 通常 选取 的 是 PAH. 

现在 ， 我 们 来 考虑 加 上 体 心 的 结果 。 和 正 交点 阵 一 样 ， 四 方 
点 阵 加 上 体 心 仍然 是 一 个 点 阵 。 每 一 个 点 的 环境 都 是 相同 的 ， 都 
在 同样 距离 和 同样 方向 上 有 八 个 最 近邻 点 。 并 且 ，4 次 对 称 性 也 
保持 不 变 。 所 以 ， 四 方 晶 系 中 的 /点 阵 是 一 个 新 点 阵 。 

四 方 晶 系 中 的 面 心 点 阵 也 给 出 一 个 点 阵 。 然 而 ， 正 如 把 新 的 
四 方 轴 转 45" 变 成 昌 的 四 方 轴 就 可 以 将 C 点 阵 变换 为 已 点 阵 一 样 ， 
点 阵 也 可 以 变换 为 1 点 隆 。 这 种 情况 如 图 3-6b 所 示 。 因 此 ,在 四 
FRAPPR =l, FANS] AWLP AW), 所 以 我 们 通常 选用 
的 是 7 单 胞 。 
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(b)F =I 
图 3~6 四方 点 阵 有 心 化 的 几 种 情况。 


至 此 我 们 看 到 ， 四 方 晶 系 只 有 两 种 不 同 的 布 拉 菲 点 阵 ， 即 书 
点 阵 和 了 点 阵 ( 并 有 C = P，F = 了). 

”3-3e 立方 晶 系 ”图 3-1b 已 经 清楚 地 绘 出 了 把 阵 点 加 到 初 基 
立方 点 阵 中 体 心 位 置 所 得 到 的 结果 。 显 然 ， 这 形成 了 一 种 新 的 点 
阵 。 在 这 种 点 阵 中 ,每 个 阵 点 的 周围 都 有 八 个 最 近邻 的 其 它 阵 点 ， 
并 且 ， 不 论 选 哪 一 个 阵 点 作为 观察 点 ， 周 围 的 八 个 阵 点 的 相对 位 
置 分 布 都 是 相同 的 。 此 外 ， 由 于 四 个 3 次 轴 仍 然 存在 ， 所 以 这 种 
晶 系 仍然 是 立方 晶 系 。 因 此 ， 立 方 晶 系 可 以 有 一 个 工 点 阵 ， 我 们 
有 时 把 它 表 为 bcc( 体 心 立方 )。 图 3-1c 所 示 是 将 附加 点 加 到 初 基 
立方 单 胞 面 心 上 所 得 到 的 结果 。 仔 细 看 一 看 就 会 发 现 ， 这 又 形成 
一 种 点 阵 。 此 处 ， 每 一 个 阵 点 的 周围 都 有 十 二 个 最 近邻 的 阵 点 ， 
并 且 又 一 次 清楚 地 看 到 四 个 3 次 轴 仍 然 存在 。 这 种 下 点 阵 有 时 被 
表 为 fcc〈 面 心 立方 ). 除 这 些 以 外 ,立方 晶 系 显然 不 可 能 有 单 面 心 
点 阵 ， 因 为 只 在 一 个 面 上 有 心 就 必然 破坏 四 个 3 次 轴 的 对 称 性 。 
于 是 ， 我 们 得 出 结论 ， 立 方 晶 系 共有 三 种 布 拉 菲 点 阵 PL IL. 
这 些 也 都 表示 在 图 3-4 中 。 

5-35f KABER, SARK URERRA) 我们 在 2-3f 节 

已 经 看 到 ， 在 讨论 这 两 种 晶 系 时 ， 出 现 了 一 些 复杂 而 又 混乱 的 问 

题 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 详细 地 讨论 三 方 点 阵 和 六 方 点 阵 的 有 
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心 化 问题 。 

在 图 3-7a 中 ， 我 们 画 出 了 四 个 具有 六 角 轴 的 初 基 单 胞 ， 其 中 
一 个 用 粗 线 画 出 。 现 在 ， 让 我 们 按照 其 它 晶 RA 心 化 同样 的 方 
式 ， 试 着 在 这 个 点 阵 上 加 心 。 图 3-7b 所 示 是 这 一 组 四 个 初 基 单 胞 
有 心 化 的 几 种 方式 。 首 先 ， 我 们 考虑 将 圆 点 加 到 每 个 初 基 单 胞 的 
底 心 上 [在 (a/2 + b/2) 位 置 ]。 显 然 ， 这 没有 形成 六 方 或 三 方 点 
阵 ， 因 为 加 心 后 不 再 有 6、5、3、3 对 称 性 ， 实 际 上 ， 它 变 为 正 交 
晶 系 ， 如 图 中 虚线 所 示 。 另 一 方面 ， 我 们 也 能 想到 ， 如 果 将 圆 点 
加 到 体 心 位 置 [在 (a/2 + b/2 + c/2)]， 也 不 能 形成 六 方 或 三 方 点 
阵 。 现 在 ， 我 们 再 考虑 面 心 。 在 图 3-7b 中 ， 我 们 用 “x ”表示 侧面 
心 。 考 查 一 下 这 些 点 的 环境 ， 又 表明 不 能 形成 六 方 和 三 方 A. 
图 3-7c 所 示 是 图 3-7a 一 样 的 四 个 初 基 单 胞 ， 不 过 加 心 的 位 置 在 


(2, 2, o)m(2, i 0). 这 时 ， 形 成 了 保持 原 有 对 称 元 


素 不 变 的 点 隆 。 然 而 ， 这 种 点 阵 实 际 上 还 是 初 基 点 隆 ， 如 图 3-7c 
中 虚线 所 示 ， 只 是 其 中 的 六 方 初 基 单 胞 与 原来 的 单 胞 相 比 ， 有 不 
同 的 取 问 和 不 同 的 轴 长 而 已 。 


吻 一 方面 ， 在 初 基 单 胞 中 (2, 2, 2)m(2, 4, 1) 


wie, mt (2, 2, 2) 位 置 上 加 心 ， 我 们 得 到 图 3-7d 所 
示 的 新 点 阵 ， 图 中 各 个 点 沿 “ 轴 的 高 度 注 明 在 图 侧 。 很 容易 看 
出 ， 每 个 点 的 周围 环境 都 是 等 同 的 ， 因 而 也 形成 点 阵 。 然 而 ， 
需要 指出 ， 这 种 点 阵 不 再 有 6 或 5 对 称 性 ， 但 有 3 对 称 性 。 正 如 第 
二 章 所 指出 ， 我 们 现在 就 可 确定 一 种 新 的 单 胞 , 这 就 是 阎 形 单 胞 . 
如 图 3-7e 和 图 2-8 所 示 ， 这 种 菱形 单 胞 的 楼 边 就 是 新 点 阵 的 基本 
平移 矢量 ， 从 图 上 可 以 明显 地 看 出 ， 这 种 靶 形 单 胞 也 是 初 基 音 
胞 。( 这 样 得 到 的 菱形 单 胞 是 相对 于 六 角 轴 的 正 定向 。 关 于 正定 
° 4G 。 | 
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向 和 反 定 向 的 含意 将 在 稍 后 说 明 .) 于 是 我 们 看 到 ， 用 这 种 特殊 方 
式 把 图 3-7a 表 示 的 单 胞 有 心 化 就 可 以 形 成 新 的 点 PE. ME 形 点 
阵 。 我 们 也 看 到 ， 这 种 布 拉 菲 点 阵 总 可 以 用 图 3-7a 所 示 的 六 角 轴 
为 参考 轴 来 选 定单 胞 ， 这 时 ， 每 个 单 胞 就 有 三 个 阵 点 ， 因 此 ， 这 
ABBR AMM AHA PER TE. 我们 可 以 选 初 基 单 胞 ， 此 
时 有 aa=5=c，c=8=?， 而 3 次 轴 与 三 个 参考 轴 夹 角 相 等， 或 
者 也 可 以 取 3 次 轴 作 为 主轴 cs， 这 后 一 种 选 法 ， 习 惯 上 称 为 具有 
六 角 参 考 轴 的 萎 形 单 胞 ， 此 时 有 4a= sc a=8=90"°, ?=120。 
不 论 是 用 六 角 参 考 轴 还 是 用 获 形 参考 轴 , 萎 形 点 阵 的 符号 都 是 RR、 
我 们 在 下 一 章 中 还 将 看 到 ， 在 两 套 参 考 轴 下 ， 熊 夫 利 斯 符号 也 是 
没有 区 别 的 。 

造成 混乱 的 最 后 一 点 在 于 ， 我 们 把 三 方 单 胞 有 心 化 之 后 得 到 
的 是 菱形 单 胞 ， 然 后 ， 尽 管 从 具有 6 和 6 对 称 性 的 真实 六 方 单 胞 
不 可 能 导出 疆 形 单 胞 ， 但 我 们 却 按 习惯 用 所 谓 “ 六 角 参 考 轴 ?来 描 
述 这 种 菱形 半 胞 ， 这 就 造成 了 混乱 因此， 严格 来 讲 ， 我 们 应 当 
说 “三 角 ” 而 不 说 “六 角 ”。 然 而 ，“ 六 角 ” 一 词 是 通用 的 ， 现 在 要 
改动 它 甚 至 会 引起 更 大 的 混乱 。 继 续 使 用 这 一 词汇 的 原因 还 在 于 
就 图 3-7a 的 初 基点 阵 而 论 ， 六 角 和 三 角 并 无 区 别 ( 见 2-3f 节 )， 只 
有 当 我 们 考虑 单 胞 的 有 心 化 时 ， 才 有 了 一 些 区 别 。 虽 然 初 基 的 葵 
形 单 胞 有 其 只 含 一 个 阵 点 的 优点 ， 但 采用 六 角 参 考 轴 来 考查 单 胞 
常常 更 为 简单 。 这 是 因为 用 六 角 坐 标 讨论 问题 比 用 莹 形 坐 标 容易 
得 多 ， 特 别 是 当 我 们 试图 考察 晶体 结构 时 更 是 如 此 。 

”需要 指出 的 是 ， 相 对 于 一 套 六 角 轴 ， 蔡 形 轴 可 以 按 两 种 方式 


2, L) 点 的 有 心 化 。 这 样 构成 的 姜 面 体 相对 于 前 一 种 苇 过 了 
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180* 。 这 两 种 定向 中 的 第 一 种 称 为 正定 向 ， 第 二 种 称 为 反 定 向 ， 
图 3-7f 和 图 3-7g 所 示 是 相对 于 一 套 固定 的 六 角 坐 标 轴 绘 出 的 这 两 
种 定向 的 图 示 。 一 般 说 来 ， 为 了 避免 混乱 ， 最 好 尺 可 能 用 正定 
向 ， 这 正 是 我 们 在 这 里 要 采取 的 用 法 。 

为 了 方便 ， 将 获 形 坐标 系 和 六 角 坐 标 系 之 间 的 关系 写 出 来 是 
很 有 用 的 。 在 图 3-7e 和 图 3-7{ 中 给 出 了 这 些 轴 ， 其 中 带 脚 标 r 的 
是 菱形 轴 ， 带 肢 标 6 的 是 六 角 轴 ,为 了 从 六 角 轴 变换 到 获 形 袖 , 我 
们 有 


g | ? Fle 
feeb bp 

Cr | 一 3 一 : 1 Ch (3-14) 
由 此 可 以 得 到 

a= (or (Bot (I) ab 


如 果 我 们 作 ar 和 它 自 身 的 标 积 ， 就 得 到 


sas (Bets (aa 
x cos120°; (3-1c) 
A tal 4 
a (Borata) (fh cone 
用 同样 方法 可 以 求 出 给 形 坐 标的 夹 角 。 我 们 作 a 和 b 的 标 积 ， 得 
(me) 
:jn 人 的 ss) 
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+(< Jen” + (5) a,6,c0s120°, (3—20) 
而 ab = 32Cosy， (3-26) 
因此 ， 我 们 可 以 得 出 
cosa, = COSp, = COSY, 


= [(1/3)Ccr/€n)? — (1/2)J/EC1/3) (C,/a;,)* + 1]. 


(3-2c) 
MREMBRESARSAAANEAR, RA 
i an 1 -1 0 dr 
| b 一 0 l -1 b, (3-3a) 
Ch 1 l 1 Cr 
IOS AB ee EE BE SI, Hik 
cn/an = 3L1— (4/3)sin?(a@,/2) ]/2/Lasin(@/2) 4; 
(3-36) 
an = 2a,Sin(@,/2). (3-3) 


需要 指出 的 是 ， 如 果 我 们 要 将 坐标 从 一 种 定向 变换 到 另 一 种 定 
向 ， 那 么 变换 定 阵 就 是 上 述 两 个 矩阵 的 转 置 逆 矩阵 。 就 是 说 ， 如 
果 将 单 胞 轴 从 第 一 种 定向 变换 到 第 二 种 定向 的 矩阵 是 4， 将 坐标 
从 第 一 种 定向 变换 到 第 二 种 定向 的 矩阵 是 8， 则 有 B= (A>). 

这 可 以 十 分 简单 地 证 明 如 下 。 假 定 和 矩阵 总 将 坐标 (Xo，y0， Zo) 
,变换 到 (xn，yn，2n)， 窍 阵 44 将 单 胞 轴 ao，bo，co 变 换 到 an，bi;， 


cn， 即 
an Bo Xn xo 
bn |54] bo | 和 | Yn |= B| yo | 
Cn Co Rn Zo Je (3-4) 


现在 ， 在 单 胞 轴 变 换 (被 动 操作 ) 之 下 ， 矢量 xoao + Yodo + z0co 应 该 
è 50 ° 


Xnan + ynbn t+ 2nCn = Xoao + Voda + ZoCos (3-5) 


Bp 
Xn Xo Xn 
ea | (aoboco) | Yo | = (aoboco) BM! > | 
en Zo <n 3 
(3-6) 
因此 ，(anbncn) = Cabo B. (3-7) 
现在 ， 为 了 变 成 妇 方 程 (3-4) 的 列 矢 ， 我 们 应 把 上 式 写 成 
Gn [ Go 
| ba |= (B) b, 、 
Cn Co (3-8) 
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[ x, 1 0 1 if x, 
Yr |=] 71 1 | Yh 
Z; 0 -1 1 Zn J (3-9a) 
而 对 于 反方 向 的 道 变 换 ， 则 为 
2 21 1 
Xh 3 3 3 *r 
_ i. 1 2 
Yh E 3 3 3 | Yr 
1 1 1 _ 
Zn | ; > 3 || > (3-9b) 


3-4 14 种 布 拉 菲 点 阵 的 初 基 单 胞 


图 3-4 所 示 是 各 种 惯用 单 胞 ， 其 中 每 一 种 1 、Ff 、C HRA 
阵 所 具有 的 阵 点 分 别 为 2、4、2 个 。 如 3-~1 节 所 述 ， 在 这 些 点 阵 的 
每 一 种 当中 ， 都 可 以 选 出 更 小 的 单 胞 ， 其 体积 分 别 是 原来 单 胞 的 
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sept AT, AEA ANE AHL IAEA M 
此 ， 对 于 一 种 有 心 单 胞 ， 总 能 从 其 中 选 出 初 基 单 胞 。 不过， 正如 
我 们 将 要 看 到 的 ， 这 些 初 基 单 胞 本 身 ( 当 从 点 阵 单独 分 出 来 时 ) 是 
不 能 表现 出 它 所 属 晶 系 全 部 对 称 性 的 。 然而 ， 它 们 确 实 也 是 单 
胞 ， 因 为 按照 它们 的 平移 矢量 作 平行 于 其 自身 的 平移 ， 就 会 填 满 
整个 空间 而 得 到 原来 的 点 阵 。 举 一 些 例子 就 能 清 楚 地 说 明 这 一 
Ae 

图 3-8a 所 示 是 由 天 点 阵 中 取出 的 初 基 单 胞 ， 可 以 看 出 ， 这 种 
单 胞 只 含有 一 个 阵 点 。 图 中 也 给 出 了 这 种 环 点 阵 中 初 基 单 胞 的 基 
本 平移 矢量 ， 它 们 是 用 布 拉 菲 点 阵 的 平移 矢量 表示 的 。 在 图 3-8 
和 图 3-8c 中 ， 我 们 还 给 出 了 7 和 C 酚 种 布 拉 菲 点 阵 中 的 初 基 单 胞 ， 
以 及 它们 的 基本 平移 矢量 ， | 

从 面 心 立 方 布 拉 菲 点 阵 到 出 的 初 基 单 胞 ， 我 们 不 再 能 找到 由 
个 3 次 轴 ， 因 此 ， 这 种 孤立 的 初 基 单 胞 没有 立方 对 称 性 。 然 而 ， 
对 称 性 并 不 是 单 胞 的 必要 条 件 ， 它 的 充分 必要 条 件 是 通过 重复 平 
移 能 得 到 点 阵 。 但 是 ， 直 观 上 看 ， 如 果 我 们 讨论 的 是 能 反映 点 阵 
全 部 对 称 性 的 单 胞 ， 那 么 由 此 去 想象 晶体 的 结构 就 比较 容易 些 ， 
因此 ， 我 们 可 以 理解 为 什么 布 拉 菲 点 阵 的 惯用 单 胞 是 常用 的 单 
胞 。14 种 布 拉 菲 点 阵 的 惯用 单 胞 明晰 地 反映 出 各 种 唱 系 的 全 部 旋 
转 对 称 性 ， 而 下 、T、C 布 拉 菲 点 阵 的 初 基 单 胞 则 不 能 。 值得 再 次 
指出 的 是 ， 固 体 理 物 学 家 和 固体 化 学 家 常 愿意 使 用 初 基 单 胞 ， 虽 
然 这 意味 着 所 要 处 理 的 是 对 称 性 比较 低 的 单 胞 .原因 在 于 ， 每 一 
个 初 基 单 胞 只 有 一 个 阵 点 ， 因 此 ， 它 是 描述 哈密 顿 函数 全 部 平 
移 不 变性 的 最 小 单 胞 ， 例如， 在 简 正 振动 模 或 能 带 理论 电子 态 等 
计算 问题 中 ， 采 用 初 基 单 胞 总 能 得 到 正确 的 状态 数 ， 对 于 这 些 问 
题 ， 也 可 以 使 用 通常 的 布 拉 菲 单 胞 计算 ， 但 必须 经 常 注意 有 心 化 
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(a) F AR 


av =(atc)/2 ai=(a+b—c)/2 
af = (a + b)/2 ab=(-a+b+c)/2 
a$ = (b +c)/2 af=(a—b+c)/2 


af = (a - b)/2 


af = (a + b)/2 
afce 
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的 影响 ， 并 用 每 单 胞 的 阵 点 数 去 除 得 到 的 模 数 或 状态 数 。 图 3-8 
所 示 是 惯用 的 面 心 立方 点 阵 和 体 心 立方 点 阵 中 的 初 基 单 胞 ， 它 们 
MRK FE BIG faa = 60 和 109 28“ KRE Ha 

我 们 记得 ， 图 2-2 中 曾经 指出 ， 初 基 单 胞 的 选取 方法 不 是 唯 
一 的 。 但是， 图 3-8 所 示 的 初 基 单 胞 则 是 大 多 数 固体 科学 家 惯用 
的 初 基 单 胞 ， 
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5-5 维 格 纳 - 赛 兹 单 胞 (及 其 它 单 胞 ) 


借 此 机 会 我 们 要 强调 指出 ， 图 3-4 所 示 14 种 布 拉 毕 点 阵 的 惯 
用 单 胞 ， 或 者 图 3-8 所 示 与 其 对 应 的 各 种 初 基 单 胞 ， 并 不 是 关于 
单 胞 的 全 部 结论 . 

有 时 ， 为 了 强调 晶体 结构 的 某 些 特殊 方面 ， 我 们 就 选取 某 些 
特殊 的 单 胞 例如， 在 某 一 温度 可 能 有 某 种 结构 变化 ( 相 变 )， 唱 
体 从 很 简单 的 高 温 结 构 变 成 复杂 得 多 的 低温 结构 。 这 时 ， 在 简单 
结构 中 选取 的 单 胞 可 能 是 比较 复杂 的 (含有 许多 在 不 同 位 置 上 的 
阵 点 )， 但 这 样 选 取 的 单 胞 可 以 说 明 低 温 结构 是 如 何 按 自然 形态 
从 高 温 结构 转变 来 的 。 为 此 ， 高 温 结 构 中 轴 的 取向 要 使 在 相 变温 
度 上 下 有 相同 的 轴 向 。 显 然 ,这 种 选取 法 将 有 利于 相 变 的 直观 化 ， 
尽管 这 可 能 会 选 出 某 种 在 高 温 结构 中 不 是 常用 的 单 胞 ， 

除了 这 种 在 特殊 情况 下 选取 的 单 胞 之 外 ， 还 有 另外 一 种 更 党 
用 的 初 基 单 胞 ， 特 别 是 在 电子 能 带 理论 中 常用 。 这 种 单 胞 称 为 维 
— 格 纳 - 赛 兹 单 胞 (有 时 称 为 近 域 单 胞 或 对 称 单 胞 ). 这 种 单 胞 是 如 下 
求 得 的 ， 从 任何 一 个 作为 单 胞 原点 的 阵 点 出 发 ， 向 所 有 的 近邻 阵 
点 作 矢量 ， 再 通过 矢量 的 中 点 作 垂 直 平 面 ， 那 么 ， 这 些 平 面 在 原 
点 周围 所 围 成 的 最 小 体积 就 是 维 格 纳 - 赛 兹 单 胞 . 

图 3-9 所 示 是 在 体 心 立方 点 阵 中 找 到 维 格 纳 - 赛 效 单 胞 的 步 
WE. 值得 指出 的 是 , 维 格 纳 - 赛 效 单 胞 正好 含有 一 个 阵 点 , 并 且 和 
图 3-4 中 14 种 布 拉 菲 点 阵 的 惯用 单 胞 一 样 ， 具 有 晶 系 的 全 部 旋转 
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对 称 性 。 当 然 ， 维 格 纳 - 赛 效 单 胞 并 不 是 一 个 平行 六 面体 ， 但 尽 
管 如 此 ， 它 也 是 一 种 完全 合理 的 单 胞 ,图 3-10a 和 图 3-10b 所 示 是 
体 心 立方 氮 阵 和 面 心 立方 点 阵 中 的 维 格 纳 - 赛 效 单 胞 ， 这 里 ， 明 
显 可 以 看 出 它们 具有 全 部 立方 对 称 性 ， 图 3-10c 所 示 是 体 心 四 方 
布 拉 菲 点 阵 中 的 维 格 纳 - 赛 效 单 胞 。 当 c<c 时 ， 特别 容易 表现 出 
与 体 心 立方 维 格 纳 - 赛 效 单 胞 之 间 的 相似 性 。 图 3-10d 所 示 是 体 心 
立方 点 阵 中 维 格 纳 - 赛 兹 单 胞 的 堆积 方式 ， 完整 的 点 阵 就 是 由 这 


图 3-10 (〈ay、(b)、(c) 依 次 为 体 心 立方 、 面 心 立 方 、 体 心 四 方 (C 挟 0) 点 
阵 中 的 维 格 纳 - 赛 兹 单 胞 ，(d) 体 心 立方 点 阵 中 维 格 纳 - 活 兹 单 胞 


. 559 


种 堆积 方式 构成 的 。 显 然 ， 我 们 不 难 确定 出 此 种 单 胞 的 平移 矢 
量 ， 从 而 真实 点 阵 也 就 不 难 求 得 ， 

在 固体 理论 中 常常 使 用 一 种 与 维 格 纳 - 赛 效 单 胞 形状 相同 的 
构 形 图 。 这 种 构 形 图 出 现在 倒 易 空间 或 k 空 间 中 ， 习惯 上 称 为 第 
一 布 里 消 区 。14 种 第 一 布 里 渊 区 对 应 着 14 种 布 拉 菲 点 阵 。 我 们 要 
提醒 熟悉 这 方面 问题 的 读者 ， 正 空 间 中 的 了 点 阵 所 具有 的 倒 易 点 
阵 是 严 点 阵 。 因 此， 了 点 阵 的 第 一 布 里 渊 区 看 起 来 好 象 刁 点 阵 的 维 
格 纳 - 赛 兹 单 胞 ， 反 之 亦 然 。 布 里 渊 区 在 点 阵 动力 学 和 能 带 理 论 
中 都 是 非常 重要 的 ， 在 点 阵 动力 学 中 ， 它 被 用 来 描述 声 子 的 色散 
关系 ， 在 能 带 理论 中 ， 它 被 用 来 描述 允许 的 电子 态 。 这 方面 问题 
将 在 第 七 章 中 进一步 讨论 ， 


3-6 二 维 点 阵 


二 维 点 阵 的 推导 是 很 简单 的 ， 这 只 要 把 14 种 空间 点 阵 压 成 平 
面 点 阵 就 行 了 。 显 然 ， 所 有 的 初 基 单 胞 仍然 是 初 基 单 胞 ， 在 二 维 
情况 下 ， 它 们 用 p 表 示 ( 用 小 写字 母 )。 将 有 心 点 阵 C 压 到 ab 面 上 ， 
得 到 的 是 二 维 有 心 点 阵 ， 用 符号 c 表 示 。 将 4 点 阵 和 B 点 阵 压 到 ab | 
面 上 ,它们 则 一 分 为 二 得 到 重新 选 定 的 两 个 初 基 单 胞 ,而 全 面 心 点 
阵 则 一 分 为 四 得 到 重新 选 定 的 四 个 初 基 单 胞 。 值 得 注意 的 是 ， 将 
尧 形 有 心 点 阵 ， 压 到 c 轴 垂直 的 平面 上 ， 得 到 的 也 是 初 基点 阵 , 但 
a 轴 和 b 轴 要 重新 选 定 。 

二 维 点 阵 有 四 种 可 能 的 构 形 : 斜 形 (a 轴 和 b 轴 之 间 没 有 关系 )、 
矩形 、 正 方形 、 六 方形 。 如 果 我 们 进一步 把 同样 方法 用 于 14 种 空 
间 点 阵 ， 就 会 发 现在 这 四 种 晶 系 中 共有 5 种 二 维 点 阵 。 这 些 二 维 
点 阵 是 
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正方 形 2 

六 方形 P 
所 有 其 它 组 合 都 同 这 五 种 等 价 。 


问题 


1. @) ER: 每 一 个 阵 点 都 是 一 个 反 演 中 心 ; 两 个 相 邻 阵 点 联 线 的 
中 点 位 置 上 都 有 另 一 个 反 演 中 心 。(6) 面 出 适当 的 图 形 ， 证 明 ， 有 2 次 轴 
通过 的 两 个 相 邻 阵 点 之 闻 的 中 点 上 有 另 一 个 2 次 轴 ; 同样 ， 有 对 称 面 通过 
的 两 个 相 邻 阵 点 之 间 的 中 点 上 有 另 一 个 对 称 面 ， 

2。 考 虑 立方 P、I、 玉 点 阵 ， 令 单 胞 轴 长 为 a, 试 为 这 三 种 点 阵列 一 张 
家， 给 出 每 一 个 阵 点 的 最 近邻 阵 点 数 ， 到 这 些 最 近邻 阵 点 的 距离 ， 次 近邻 
阵 操 数 ， 以 及 到 次 近邻 阵 点 的 距离 。 l 

3。 考 虑 立方 呈 、7 、 下 点 阵 ， 证 明 ， 将 硬 球 排 在 阵 点 上 ， 可 以 填充 的 
最 大 体积 依次 是 单 胞 体积 的 0.52，0.68，0.74。 

4。 求 出 联系 六 角 轴 和 反 著 形 轴 的 矩阵。 如 果 在 六 方 单 胞 中 有 一 点 ,其 
学 标 为 (-y，% 一 y，2z)， 那 么 在 反 菱 形 单 胞 中 ， 这 一 点 的 坐标 是 什么 ? 


. 57» 


第 四 章 ”32 种 结晶 学 点 群 


4-1 5/5 


在 第 一 章 中 ,我 们 已 经 讨论 了 各 种 对 称 操作 以 及 它们 的 符号 。 
在 本 章 中 ， 我 们 将 讨论 如 果 把 几 种 对 称 操作 组 合十 来 将 会 出 现 什 
么 情况 。 例如， 把 旋转 轴 和 与 它 垂直 的 其 它 旋转 轴 或 镜面 组 合 起 
来 其 结果 如 何 ? 实际 上 ， 正 是 这 些 对 称 元素 的 组 合 ， 使 我 们 有 可 
能 对 三 维 物体 的 对 称 性 进行 描述 ， : : 

在 这 一 章 中 ， 我 们 将 阐明 32 种 结晶 学 点 群 是 如 何 确定 的 .“ 结 
晶 学 ?这 个 词 意味 着 允许 的 旋转 只 有 五 种 ， 其 旋转 角 为 25/n， 此 
处 gs= 1、2、3、4、6， 正如 我 们 在 第 二 章 讨论 过 的 ， 其 它 旋 转 在 
-所 考虑 的 周期 平移 下 不 能 填 满 整个 空间 ， 所 以 ， 我 们 只 需要 考虑 
晶体 中 可 能 有 的 点 群 ， 正 是 这 种 对 " 值 的 限制 导出 了 32 种 点 群 .由 
于 我 们 在 讲 “32” 时 ，“ 结 晶 学 ”一 词 变 得 有 些 多 余 ， 所 以 ， 我 们 有 
时 就 把 它们 简称 为 32 种 点 群 .“ 点 2 这 个 字 的 意思 是 指 ， 所 有 对 称 
元 素 有 一 个 公共 点 ， 它 在 全 部 对 称 操作 过 程 中 始终 保持 不 动 。 这 
个 点 被 称 为 原点 。“ 群 ?这 个 字 在 不 太 严 格 的 意义 上 ， 是 指 一 组 对 
称 操作 的 集合 。 但 是 ， 我 们 还 必须 补充 指出 ， 每 种 点 群 (无 论 是 
否 结晶 学 点 群 ) 的 一 组 对 称 操作 ， 实际 上 也 是 数学 意义 上 的 一 个 
群 。 (注意 ， 点 群 的 概念 对 于 单个 分 子 和 结晶 体 都 是 非常 重要 而 
有 用 的 ， 不 同 的 只 是 分 子 对 于 允许 的 旋转 没有 限制 而 已 .) 

虽然 推导 32 种 点 群 并 不 一 定 需 要 群 论 的 概念 ， 但 它 对 我 们 了 
解 这 些 点 群 与 数学 群 之 间 的 内 在 联系 是 很 有 用 的 。 因 此 ， 在 这 本 
书 中 只 要 磁 上 机 会 ， 我 们 就 将 指出 群 论 方面 的 有 关 问 题 。 不 过 ， 
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即使 不 这 样 做 ， 已 经 熟悉 群 论 的 读者 ， 也 会 认识 到 同样 概念 如 何 
按 群 论 观点 进行 处 理 。 我 们 借 此 机 会 ， 首 先 请 读者 重 温 一 下 关于 
群 论 的 一 些 基本 内 容 。 

操作 的 一 个 集合 ， 如 果 有 而 且 只 有 以 下 四 个 条 件 被 满足 ， 它 
就 构成 一 个 群 . 

(i) 任 意 两 个 操作 的 积 还 是 集合 内 的 一 个 操作 (封闭 性 )， 

GDE 合 内 有 一 个 恒 等 操 作 1 (E£)。 可 以 证 明 从 右边 乘 恒 等 
操作 等 于 从 左边 乘 恒 等 操 作 。 

(iii) 每 一 个 操作 都 有 一 个 逆 操 作 K"!, 使 得 RAR H1CE CR 
WC"C "= E, oo= E, ii- ES), 

Civ) 操作 的 乘法 满足 结合 律 (这 对 于 对 称 操 作 是 不 言 自 明 
的 )。 | | 

群 的 元 素 个 数 定义 为 群 的 阶 ， 我 们 用 字母 4 表示 。 

还 有 一 个 群 的 概念 ， 在 后 面 4-4 节 中 将 证 明 是 很 有 用 和 的， 我 
们 考虑 两 个 群 {ai} 和 {5)}， 其 中 aii = 1 到 ) 是 前 一 个 群 的 元 素 , 6 
(j= 1 到 m) 是 后 一 个 群 的 元 素 。 HA. 这 两 个 群 只 有 一 个 公用 的 
恒 等 元 素 ， 而 {qz} 的 所 有 元 素 都 可 以 与 (0;} 的 所 有 元 素 对 易 ， 即 
对 于 所 有 的 ;和 /都 有 ab = bas RNA MERA Amme 
元 素 的 集合 

{aib，aip，…aqlpmr，0zp，…，Gzpm，…anpmn}， 或 

{a;b}, i = 1 到 n，j= 1 到 xm， 
可 以 证 明 ，?pm 个 元 素 的 集合 仍然 构成 一 个 群 ， 它 的 阶 是 = pm 应 
当 指 出 ， 从 数学 意义 上 说 ， 对 称 操 作 的 集合 构成 某 种 群 ， 这 古 我 
们 在 第 一 章 中 定义 对 称 操 作 的 必然 结果 。 在 那里 我 们 看 到 ， 集 合 
有 封闭 性 ， 因 为 任何 两 个 对 称 操作 的 积 总 是 产生 属于 这 个 集合 的 
第 三 个 操作 。 另 外 ， 还 有 一 个 恒 等 操作 ， 以 及 ， 每 一 个 操作 都 有 
一 个 道 操作 。 最 后 ， 显 然 结 合 律 适用 于 对 称 操作 。 
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为 什么 我 们 一 定 要 研究 点 群 ? KAILARREM RAB, 
它 使 我 们 有 可 能 对 不 同 晶体 进行 分 类 。 在 历史 上 ， 人 们 对 晶体 的 
研究 是 从 它们 的 外 表面 开始 的 。 如 果 通 过 同一 个 点 画 出 每 一 个 面 
的 法 线 方 向 ,由 此 来 表征 各 种 晶体 ,人 们 终于 发 现 所 有 晶体 可 以 分 
属于 32 种 晶 类 。 (实际 上 ， 直 到 1830 年 左右 还 没有 确定 是 否 有 32 
种 晶 类 . ) 这 些 晶 类 的 每 一 种 对 应 着 32 种 点 群 的 每 一 种 群 。 第 二 ， 
在 下 两 章 将 要 指出 ， 为 了 导出 空间 群 ， 只 要 将 由 32 种 点 群 之 一 描 
述 的 有 限 实体 放 到 所 有 阵 点 上 就 行 了 。 或 者 换 句 话说 ， 将 具有 不 
” 同 点 对 称 性 的 实体 加 上 平移 ， 就 可 以 构成 空间 群 。 第 三 ,物体 、 分 
子 和 晶体 所 具有 的 对 称 操 作 可 以 通过 符号 简单 描述 。 根 据 这 种 符 
号 ， 其 他 固体 科学 家 就 可 以 知道 它 所 具有 的 全 部 对 称 操作 .第 四 ， 
每 一 种 空间 群 都 有 一 种 与 它 相 关 的 点 群 ， 并 且 一 定 是 32 种 结晶 学 
点 群 之 一 (这 种 空间 群 的 点 群 ， 应 该 正确 地 称 为 晶体 的 点 群 )。 对 
于 固体 科学 的 许多 领域 ,这 是 很 重要 的 。 例 如 , 诺 伊 曼 原理 (Neu- 
mann’s principle) 指出 ， 固 体 物 理性 质 的 许多 对 称 性 都 与 点 群 
有 关 ， 这 个 问题 将 在 6-6 节 讨论 。 
4-2 推导 方法 

推导 32 种 结晶 学 点 群 有 好 几 种 方法 。 首 先 找 出 仅 由 真 旋转 构 
成 的 所 有 群 ， 可 能 是 最 快 最 好 的 方法 。 这 种 纯 旋转 结晶 学 点 群 共 
有 11 种 .在 这 11 种 真 旋转 结晶 学 点 群 的 基础 上 ， 把 每 一 种 都 加 上 
反 演 对 称 操 作 ， 又 得 到 11 种 点 群 。 这 是 11 种 中 心 对 称 的 结晶 学 点 
群 。 由 这 11 种 中 心 对 称 点 群 ， 我 们 又 可 以 找到 与 11 种 纯 旋转 点 群 
不 同 的 10 种 非 中 心 对 称 子 群 。 于 是 ,我 们 得 到 32 种 结晶 学 点 群 .这 
种 推导 方法 将 在 4-4 节 概括 介绍 ， 推 导 点 群 的 第 二 种 方法 ,是 先 由 
所 谓 御 环 群 1(C)、 2(C,), 3(C’s), 4(C4), 6(Ce) 这 五 种 点 群 出 
发 ， 再 在 每 一 种 上 面 加 进 各 种 对 称 操作 。 例 如 ， 在 垂直 于 循环 群 
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的 对 称 轴 方向 加 上 2 次 旋转 轴 ， 就 得 到 一 些 新 的 点 群 。 同样 ， 在 
垂直 于 笛 环 群 对 称 轴 方 向 加 上 镜面 ， 又 找到 另外 五 种 点 群 。 一般 
说 来 ， 垂 直 于 循环 轴 或 包含 循环 轴 加 镜面 ， 垂 直 于 循环 轴 加 2 次 
旋转 轴 ， 用 非 真 旋转 轴 代 替 真 旋转 轴 ， 或 者 这 三 种 情况 的 某 一 种 
组 合 ， 我 们 都 将 得 到 新 的 点 群 。 这 是 许多 固体 教程 或 群 论 教程 常 
用 的 方法 ， 我 们 将 在 4-5 节 作 概 略 介绍 。 这 种 方法 的 优点 是 ,对 于 
各 种 点 群 的 对 称 操 作 ， 我 们 能 够 了 解 得 更 为 透彻 ， 这 两 套 推导 32 
种 点 群 的 常用 方法 都 有 一 个 缺点 ， 就 是 ， 在 导出 点 群 以 后 ， 还 必 
须 再 确定 每 一 种 点 群 属于 七 种 晶 系 的 那 一 种 。 要 做 到 这 一 点 并 不 
困难 ， 但 在 概念 上 会 引起 误解 ， 似 乎 32 种 结晶 学 所 和 群 与 七 种 品系 
完全 无 关 。 实际 上 ， 从 第 一 章 讨论 过 的 同样 非常 简单 的 那些 对 称 
操作 出 发 ， 我 们 可 以 同时 导出 32 种 点 群 和 七 种 晶 系 。 这 正 是 我 们 
首先 要 采用 的 方法 。 由 此 ， 每 一 种 晶 系 的 各 种 结晶 学 点 群 就 可 以 
一 次 推导 出 来 。 例 如 ， 对 于 四 方 晶 系 , 在 保证 晶 系 不 变 的 前 提 下 ， 
我 们 需要 确定 究竟 有 什么 样 的 对 称 面 和 对 称 轴 ， 能 够 加 到 和 定义 此 
种 晶 系 的 对 称 操 作 上 。 把 这 种 处 理 方法 应 用 于 每 种 晶 系 ， 我 们 就 
将 得 到 全 部 32 种 结晶 学 点 群 。 这 种 方法 的 优点 还 在 于 ， 我 们 可 以 
用 同样 的 方法 推导 空间 群 。 不 过 ， 读 者 在 学 习 4-3 节 之 前 ,也 可 以 
先 学 习 4-4 节 或 人 -5 节 。 如 果 预 先 学 习 了 其 中 一 种 方法 ， 这 总 是 特 
别 有 好 处 的 。 当 然 ， 所 有 方法 都 得 到 同样 的 结果 ， 
注意 ， 在 附录 5 中 我 们 用 两 种 方法 给 出 了 32 种 点 群 的 图 解 ; 第 
一 种 是 简 示 图 ， 除 为 了 方便 而 把 它 画 在 经 常 使 用 的 极 射 赤 面 投影 
图 上 之 外 ， 与 我 们 在 讨论 对 称 元 素 时 使 用 的 简 示 图 相同 ， 第 二 种 
是 形态 图 ， 从 这 里 读者 应 能 确定 出 它 所 具有 的 对 称 元 素 。 当 我 们 
讨论 每 种 点 群 的 时 候 , 应 当 参 阅 一 下 这 个 附录 。 在 这 个 附录 中 , 还 
给 出 了 极 射 赤 面 投 影 图 以 及 如 何 用 它 表示 点 对 称 性 的 说 明 ， 这 是 
读者 应 该 恋 一 读 的 。 我 们 在 下 面 的 讨论 中 用 到 的 就 是 这 种 非常 简 
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单 明 了 的 方法 。 


4-3 属于 每 种 晶 系 的 结晶 学 点 群 


4-32 SHER ”在 第 二 章 中 我 们 曾经 指出 , 对 称 操作 1C 上 人) 
AIC) 对 单 胞 轴 和 轴 间 角 没 有 限制 ， 从 而 得 到 三 斜 晶 系 。 任 何 物 
体 ,不 论 它 是 晶体 或 分 子 ， 其 至 是 第 一 章 中 所 讨论 的 一 组 “ 手 ”, 如 
果 只 有 一 个 恒 等 元 素 ， 我 们 就 说 它 属 于 国际 符号 中 的 点 群 1, 或 能 
夫 利 斯 符号 中 的 点 群 C,。 在 本 书 中 ， 我 们 将 能 夫 利 斯 符号 紧 接 着 
写 在 国际 符号 后 边 的 小 括号 内 ， 于 是 ， 这 种 点 群 的 符号 就 写成 1 
(C,). | | 

一 个 物体 、 晶 体 、 一 组 “ 手 2>、 分 子 或 其 它 任何 东西 ， 如 果 有 
对 称 操作 1CB) 和 J(i)， 那 么 它 的 点 对 称 性 就 是 TCS,)。 所以， 如 
果 一 个 物体 有 点 对 称 性 1(S:), 就 意味 着 有 两 个 使 物体 能 复原 的 对 
称 操作 ， 即 1 和 了， 或 者 和 i。 我 们 也 可 以 说 , 这 个 物体 的 点 群 是 
1C(S。)。 尽 管 我 们 对 群 论 的 问题 不 作 详 细 讨 论 ,但 要 指出 ,点 群 1 具 
有 一 组 对 称 操作 的 集合 {1，T)}， 或 者 用 熊 夫 利 斯 符号 ， 我 们 说 点 
群 Ss 由 {上 ， 门 构成。 这 两 个 操作 构 成 一 个 2 阶 的 群 (h=2)。 现 
在 ,我 们 就 把 同一 种 晶 系 中 此 种 对 称 操作 数目 最 多 的 点 群 (我们 也 
可 以 不 严格 地 说 它 有 最 高 对 称 性 ) 称 为 全 对 称 点 群 ， 例 如 , 在 现在 
讨论 的 三 斜 晶 系 中 只 有 两 种 点 群 ， 其 中 全 对 称 点 群 就 是 1(S:)。 

某 些 点 群 的 符号 与 对 称 操 作 的 符号 很 相似 ， 甚 至 相同 。 这 可 
能 造成 某 些 混 淆 ， 但 我 们 只 要 记 住 这 样 一 点 就 行 了 ， 即 点 群 是 服 
从 一 定数 学 规律 的 对 称 操作 的 集合 ， 而 对 称 操作 则 是 能 使 物体 复 
原 的 单个 的 操作 。 由 于 我 们 遇 到 的 许多 点 群 都 具有 比较 多 的 对 称 
_ 操作， 所 以 这 也 就 变 得 不 成 问题 了 。 

对 于 上 述 的 两 种 点 群 ， 我 们 不 可 能 再 增加 任何 对 称 操 作 而 使 
它 仍然 属于 三 斜 晶 系 ， 例 如 ， 加 上 一 个 2 次 轴 或 一 个 镜面 ， 就 变 

© 62 。 


成 单 斜 晶 系 。 加 上 任何 其 它 旋转 轴 ， 就 变 成 其 它 唱 系 。 所以， 我 
们 得 出 结论 ， 三 斜 晶 系 上 只 有 两 种 点 群 ， 这 两 种 点 群 按 国际 符号 是 
1 和 T， 按 能 夫 利 斯 符号 是 C, 和 S:。. 为 了 同时 用 两 种 符号 表示 ， 我 
们 把 它们 写成 1CC1) 和 ITC(S,)。 在 附录 5 中 ， 给 出 了 这 两 种 点 群 的 
极 射 赤 面 投影 图 。 对 于 点 群 1C,) 只 有 一 个 点 ,而 对 于 点 群 10S。)， 
则 有 两 个 对 应 于 此 种 点 群 两 个 对 称 操 作 的 点 。 这 两 个 点 是 用 下 述 
方法 得 到 的 ,我们 从 极 射 赤 面 投影 图 右 下 方 一 个 用 圆 点 表示 的 、 
纸 面 上 方 的 一 般 点 出 发 ， 把 恒 等 算 符 对 它 作 用 ， 自 然 这 点 原 地 不 
动 ， 而 把 反 演 算 符 对 它 作 用 ， 就 使 它 通 过 极 射 赤 面 投影 图 中 心 而 
运动 ， 结 果 ， 这 个 一 般 点 被 移 到 图 的 左上 方 ， 但 在 纸 面 下 方 ， 所 
以 用 圆 图 表示 。 注 意 ， 由 于 我 们 取 的 是 一 般 点 ， 即 并 不 是 正好 在 
对 称 元 素 上 的 点 ， 所 以 在 极 射 赤 面 投影 图 上 点 的 数目 与 此 种 点 群 
所 具有 的 对 称 操作 数目 相等 。 

4-30 FHER ”在 第 二 音 中 我 们 曾 发 现 ， 对 称 操 作 2(C2) 
或 on) 所 给 出 的 是 单 斜 晶 系 的 轴 和 轴 间 角 . (读者 可 以 回忆 一 下 
第 一 章 ， 由 于 7 与 镜面 相同 ， 所 以 3 同样 可 以 写成 m.) 因此 ， 任 
何 一 个 具有 单一 的 2 次 对 称 元 素 的 物体 ， 就 具有 单 斜 的 对 称 性 . 
于 是 ， 我 们 就 说 这 个 物体 属于 点 群 2 (或 C,)。 这 是 一 个 阶 数 h=2 
的 群 ， 它 的 4 个 对 称 操作 是 {1，2} 或 {EE，C2}。 同样， 只 有 或 m 
对 称 性 的 物体 ， 则 属于 阶 数 k= 2 的 点 群 mCC1,), 它 的 对 称 操作 是 
{1，m} 或 {有 ，on}。 附 录 5 中 给 出 了 这 两 种 点 群 的 极 射 赤 面 投影 
图 . 正如 以 前 所 指出 的 ， 在 单 斜 晶 系 中 ， 我 们 既 可 以 取 唯一 的 轴 
作为 c 轴 (第 一 种 定向 ), 又 可 以 取 唯 一 的 轴 作 为 b 轴 (第 二 种 定向 )， 
在 附录 中 ， 我 们 给 出 了 观察 方向 不 同 的 两 种 定向 。 对 于 每 一 种 我 
们 都 看 到 ， 极 射 赤 面 投影 图 上 都 有 两 个 对 应 于 两 个 对 称 操作 的 表 
示 点 。 和 仔细 检查 一 下 具有 点 对 称 性 m(C1;) 和 2(C,) 的 形态 图 也 是 
很 有 益 的 。 这 里 ， 对 称 元 素 的 存在 和 它 的 位 置 十 分 清楚 ， 读 者 可 
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以 看 到 这 些 形态 图 和 极 射 赤 面 投影 图 是 如 何 表 示 同 一 种 对 称 性 
的 。 

人 们 一 定 要 问 ， 是 否 还 有 对 单 斜 的 轴 和 角 没 有 新 的 限制 的 其 
它 点 群 。 显 然 ， 如 果 有 更 多 的 2 次 轴 或 更 多 的 镜面 ， 我 们 就 有 了 
正 交 晶 系 所 需要 的 条 件 .但 是 如 果 有 一 个 垂直 于 2 次 轴 的 镜面 , 那 
” 么 对 晶 轴 和 轴 间 角 就 不 会 增加 新 的 限制 。 这 个 问题 可 以 用 第 二 章 
用 过 的 方法 验证 .不 过 , 从 直观 上 这 也 很 清楚 ， 如 果 c 轴 是 垂直 于 
ab 面 的 2 次 轴 ，ab 面 是 镜 对 称 面 ,那么 ， 对 a、b、c 轴 的 长 度 就 不 
会 有 新 的 限制 ， 对 a、b 轴 之 间 夹 角 也 不 会 有 新 的 限制 。 这 种 情况 
下 有 什么 新 东西 呢 ? 这 就 是 ， 在 加 上 镜 对 称 面 之 后 ， 将 产生 出 反 
演 对 称 操作 1(i)。 这 一 点 很 容易 看 出 来 ， 只 要 我 们 先 进行 2(C，) 
对 称 操作 ， 接 着 再 作 垂 直 于 2 次 轴 的 m(o04) 对 称 操作 就 行 了 。 为 
了 证 明 这 一 点 ， 利 用 附录 1 中 的 矩阵 ， 我 们 可 写 出 


1 0 9 -l 0 0 
0 1 0 0 -1 0 
0 0-1 0 0 1 


-1 0 0 
=} 0-1 0 |1={1), (4-1) 
0 0 -i 


FE, $8414 3B) {mC0017} {200019} = {1}( 或 0nCs= 门 . 在 国际 符 
号 中 ， 这 种 点 群 被 写成 2/m， 对 称 操 作为 {1，2，1，m}， ERR 
利 斯 符号 中 ， 这 种 点 群 被 写成 C2n, 对 称 操作 为 {上 上 ，Cs，i, On}. 
请 读者 参阅 附录 5， 在 2/m(C sn) 的 极 射 沫 面 投 影 图 中 , 表 出 了 这 
些 对 称 操作 。 我 们 取 右 下 方 的 圆 点 为 出 发 点 ,这 既是 一 个 起 始点 ， 
也 是 恒 等 操 作 1( 乙 ) 的 代表 点 。 现 在 ， 用 2(C2) 对 该 点 操作 ， 得 到 
左上 方 的 圆 点 ， 然 后 ， 再 用 1G) 对 起 始点 操作 ， 得 到 左上 方 的 圆 
el. (我 们 记得 ， 圆 圈 所 代表 的 是 纸 面 下 的 一 般 点 . ) 最 后 ， 用 mm 
e 64° 
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Con) 对 起 始点 操作 ， 得 到 右 下 方 的 圆圈 。 于是, 我 们 在 极 射 赤 面 
投影 图 上 得 到 四 个 点 ， 它 们 对 应 于 此 种 点 群 的 四 个 对 称 操作 。 如 
果 我 们 继续 用 这 四 个 对 称 操作 的 任何 一 个 或 这 些 操 作 的 任何 一 个 
乘积 ， 对 极 射 赤 面 投影 图 上 任意 一 点 进行 操作 ，、 那 么 ， 在 极 射 杰 
面 投影 图 上 得 到 的 仍然 是 这 四 个 点 中 的 一 个 点 C。 其 实 ， 这 是 这 
四 个 操作 构成 一 个 群 的 必然 结果 ， 

关于 单 斜 晶 系 点 群 以 及 其 它 点 群 的 符号 意义 ， 现 在 已 变 得 比 ， 
较 清楚 。 在 国际 符号 中 ，z/m 表 示 镜 面 垂直 于 ”次 旋转 轴 ， 而 smt 表 
示 镜 面 (实际 上 有 n 个 此 种 镜面 ) 包 含 n 次 旋转 轴 。 在 能 夫 利 斯 符号 
中 ，C4 是 一 个 含有 对 称 操作 Cn、C2 等 的 点 群 , 而 符号 Cun 表示 这 
种 点 群 还 含有 垂直 于 C ,的 镜面 。 由 于 有 像 方程 (4-1) 这 样 的 操作 ， 
所 以 点 群 Can 中 对 称 操作 数目 是 点 群 Cu 中 的 两 倍 。 符 号 C。 表 示 
镜面 包含 C% 轴 (不 同 于 镜面 三 直 于 C4 轴 的 Cnn)、 同 样 ， 点 群 Cn。 
中 对 称 操作 数目 也 是 Cn 中 的 两 倍 。 回 忆 第 一 章 我 们 记得 , PERK 
利 斯 符号 ， 镜 面 0 垂直 于 旋转 轴 ，0。 包 含 旋转 办 (h 是 horizontal 
的 缩写 ，v 是 veftical 的 缩写 )。 

附录 4 中 用 国际 符号 和 熊 夫 利 其 符号 列 出 了 全 部 点 群 和 每 一 
种 点 群 的 对 称 操作 。 注 意 ， 在 国际 符号 中 ， 我 们 可 以 规定 一 个 完 
全 符号 和 一 个 简略 符号 ， 不 过 ， 在 单 斜 晶 系 的 点 群 中 ， 完 全 符号 
却 是 不 必要 的 。 对 于 这 三 种 点 群 ， 符 号 是 ; 


HERE 简 栈 符号 能 夫 利 斯 符号 
〈 第 一 种 定 回 ) 

112 2 C, 

lim om Cin CC.) 
112/m 2/m Con 
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0 原文 有 误 ， 已 更 正 。 一 一 译 者 注 


其 中 点 群 2/m(Czn) 是 中 心 对 称 的 和 全 对 称 的, 而 属于 这 种 晶 系 的 
其 它 点 群 都 是 这 一 种 全 对 称 点 群 的 子 群 。 这 一 点 ， 在 任何 一 种 蝇 
系 中 也 一 定 是 如 此 。 在 完全 符号 中 ， 对 称 元 素 是 依次 相对 于 唱 轴 
ab、c 表 出 的 。 于 是 我 们 看 到 ,在 单 全 晶 系 的 点 群 中 沿 a 和 沿 b 轴 
方向 没有 对 称 元 素 ( 恒 等 操作 1 除外 )， 而 主要 的 对 称 元 素 2 Mm 
分 别 沿 c 轴 方向 或 垂直 于 cH. 对 于 第 二 种 定向 ， 由 于 b 轴 是 2 次 
轴 ， 所 以 全 对 称 点 群 的 完全 符号 变 为 12/m1， | 

我 们 将 要 看 到 ， 在 某 些 其 它 晶 系 中 ， 特 别 是 在 正 SRA, 
完全 符号 是 比较 重要 的 。 然 而 ， 在 一 般 情况 下 ， 完 全 符号 中 常常 
包含 有 一 些 多 余 的 资料 。 实 际 上 ， 简 路 符号 中 已 经 有 充分 资料 ， 
使 我 们 能 找到 此 种 点 群 的 全 部 对 称 元 素 。 这 里 ， 关 于 完全 符号 和 
简略 符号 的 一 般 说 明 ， 同 样 地 适用 于 空间 群 符号 。 最 后 ， 我 们 再 
来 考查 一 下 附录 5 中 给 出 的 点 群 2/m(C2n) 的 形态 图 。 很 明显 ,如 
果 把 镜面 加 进 2CC2) 的 形态 图 ， 我 们 就 得 到 2/m(C.,) 的 形态 图 . 
还 可 以 看 出 ， 如 果 把 2 次 轴 加 进 m (Cix) 的 形态 图 ， 我 们 也 得 到 
2/m(C。n) 的 形态 图 ， 

4-30 EZAR ”我 们 在 第 二 章 已 经 指出 ， 这 种 品系 中 互相 
垂直 的 两 个 2 次 轴 或 两 个 镜面 ， 决 定 了 对 单 胞 轴 和 轴 间 和 角 的 特征 
性 限制 。 这 两 个 2 次 对 称 操作 还 决定 了 第 三 个 2 次 轴 ， 并 且 这 第 
三 个 2 KH TAT 2 次 轴 。 这 一 点 ,通过 相应 的 矩阵 相 乘 ， 
如 方程 〈4-1) 那样 ， 或 者 用 极 射 赤 面 投影 图 ， 可 以 很 容 多 证 明 。 
因此 ， 这 种 点 群 是 具有 对 称 操 作 {1，2[100]，2[010]，2[001]} 
的 222 点 群 ， 或 者 ， 按 能 夫 利 斯 符号 ， 是 具有 对 称 操作 LE, C 
[100], C,£0101, C001} RD: ME HBA = 4. 

同样 ， 两 个 互相 垂直 的 镜面 决定 了 在 两 个 镜面 的 交 线 上 有 一 
个 2 次 轴 。 如 果 我 们 令 垂直 于 镜面 的 轴 为 a 轴 和 b 轴 ， 那 么 2 次 轴 就 
在 c 方 向 。 这 是 一 个 具有 对 称 操作 411，2[001]，?E010], mL100]} 


s pbs 


的 mm2 点 群 ， 或 者 ， 按 熊 夫 利 斯 符号 ， 是 具 有 对 称 操作 LE, 
C,[001], o,£010], 0,[010]} 的 Cp 点 群 。 符 号 mm2 是 国际 表 中 
表示 这 种 点 群 的 标准 形式 . 不过， 用 标准 形式 只 是 为 了 方便 ， 因 
为 晶 轴 的 选取 除了 对 称 元 素 的 类 型 之 外 ， 也 可 以 从 另外 的 角度 考 
碟 ， 这 就 迫使 我 们 不 得 不 用 非 标准 符号 表示 晶体 。 例 如 ， 如 果 a 
轴 是 2 次 轴 ，、 这 种 点 群 的 符号 就 是 2mm， 如 果 b 轴 是 2 次 轴 ， 它 的 
符号 就 是 m2m。 

我 们 还 会 提出 这 样 的 问题 ， 是 否 还 有 对 称 操 作 的 其 它 组 合 ， 
对 正 交 晶 系 的 单 胞 轴 和 轴 间 角 没 有 新 的 限制 呢 ? 显然 ， 对 于 三 个 
互相 垂直 的 2 次 轴 ， 任 何 一 个 2 次 轴 都 可 以 加 上 与 其 垂直 的 镜面 ， 
这 并 不 影响 单 胞 的 几何 形状 。 如 果 我 们 这 样 作 了 ， 就 会 发 现 ， 一 
定 是 全 部 三 个 2 次 轴 都 有 与 它 垂直 的 镜面 ， 而 不 是 一 个 或 两 个 .这 
样 得 到 的 点 群 ， 用 符号 2/m2/m2/m 表 示 ，、 也 可 以 用 简略 符号 mmrm 
表示 ， 或 者 ， 按 触 夫 利 斯 符号 用 D,n 表 示 ， 在 熊 夫 利 斯 符号 中 ,点 
群 Cs 表示 主轴 具有 2 次 对 称 性 ， 如 果 再 有 垂直 于 主轴 的 2 次 轴 ， 
那么 ， 符 号 就 变 为 上 述 的 DD,。D;n 中 的 h 是 指 有 一 个 垂直 于 n 次 四 
Rion. FEE, ABD tA PM ERIE, ROR SHS 
中 的 六 个 操作 加 上 恒 等 操 作 和 新 产生 的 反 演 中 心 。 这 里 ， 新 产生 
的 反 演 中 心 可 以 很 简单 地 由 三 个 互相 垂直 的 镜面 操作 矩阵 相 飞 得 
到 证 明 ， 


{mL 100]} {mL 0101} {mf 001])} 


-] 0 0 lL 0 0 1 0 0 
一 0 1 0 -Í Q 0 I 0 = 
0 0 o o rsho 0-1】 


也 可 以 用 另 一 种 方法 ， 从 附录 5 中 那样 的 极 射 赤 面 投影 图 ， 就 可 

以 看 出 反 演 中 心 的 存在 。 为 此 ， 取 一 个 一 般 点 ， 然 后 通过 三 个 镜 

面 操作 得 到 男 外 七 个 点 ， 于 是 ， 得 到 四 对 左右 对 形 的 点 。 检 查 一 

下 如 此 得 到 的 投影 图 ， 就 会 看 到 这 里 出 现 了 一 个 反 演 中 心 ， 
PATE, PATTIES MR ARES P XERE p im 

(DD2) 点 群 是 中 心 对 称 的 和 全 对 称 的 点 群 。 附 录 5 中 给 出 了 这 三 

种 点 群 的 极 射 赤 面 投 影 图 以 及 具有 这 些 对 称 操 作 的 三 种 形态 图 , 

完全 符号 .简略 符号 RRS 


222 222 D, 
mm 2 min 2 Coy 
224 2 

nm mmm Dan 


4-3d DARK 这 种 晶 系 按 定义 是 指 那 些 有 单一 的 4 或 4 
轴 的 晶体 。 根 据 这 个 定义 ， 立 即 得 到 两 种 阶 数 h = 4 的 点 群 4C4) 
和 4(54)( 见 附录 4)。 | 

那么 ， 还 有 哪些 对 称 元 素 可 以 加 上 而 仍然 属于 这 种 晶 系 呢 ? 
很 明显 ， 首 先 要 选择 那些 有 重要 意义 的 位 置 加 上 镜面 和 2 次 轴 。 
例如 ， 如 果 我 们 在 垂直 于 4 次 轴 方 向 加 上 一 个 2 次 轴 ， 并 假定 它 
是 沿 a 方 向 ， 那 么 ， 我 们 来 考查 一 下 这 是 否 有 可 能 产 生 其 它 对 称 
CK. BLES, RNR, 


{4[001]}{20100]} = 
0 -1 0 1 0 0° 0 1 0 
1 0 | 0 -1 0 |=} 1 0 0 J={2£1107}. 
0 0 1 0 0-1 0 0-1 
(4-3) 


这 告诉 我 们 产生 了 男 一 个 2 次 轴 , 这 时 它 沿 着 台面 的 对 角 线 方向 。 
因此 ， 得 到 的 点 群 为 422 (已 )。 需 要 指出 ， 由 于 4 次 轴 方 向 是 一 
e 68 o 


个 如 此 重要 的 方向 《四 方 晶 系 的 主轴 或 唯一 方向 ), 所 以 惯用 的 规 
定 是 将 符号 “4? 放 在 第 一 位 , 这 不 同 于 在 正 交 晶 系 中 所 用 的 方法 ， 
因为 在 那里 不 存在 唯一 方向 。 在 国际 符号 中 , “4 ”后 边 的 第 一 个 
423 表示 a 方向 的 2 次 轴 〈 由 于 有 4 次 轴 ， 所 以 a 方向 2 次 轴 与 b 
方向 2 次 轴 等 价 ) ， 而 第 二 个 “ 2 ”表示 沿 对 角 线 [110] 方 向 的 2 次 
轴 〈( 另 一 个 等 价 的 2 次 轴 是 沿 [110] 方 向 )。 如 前 所 述 ， 在 能 夫 利 
斯 符号 中 ,，“D” 表 示 迁 直 于 主轴 有 2 次 轴 。 附 录 5 中 给 出 了 422 
《D0) 点 群 的 极 射 赤 面 投影 图 ， 由 此 可 以 看 出 这 些 对 称 元 下 的 所 在 
位 置 。 

在 点 群 4 和 4 上 加 对 称 元 素 还 有 其 它 方式 。 例 如 ， 垂 直 于 4 
次 轴 加 上 镜面 ， 得 到 点 群 4/m(Cin)， 从 附录 5 可 以 看 出 , 它 是 一 
种 中 心 对 称 点 群 .读者 可 以 用 有 关 的 矩阵 相 有 习 自 己 去 证 明 这 一 点 。 
我 们 还 可 以 沿 平行 于 4 次 轴 方 向 在 ac 面 上 加 镜面 。 与 上 述 的 那些 
讨论 相同 ， 我 们 得 到 在 a 轴 和 b 轴 之 间 沿 对 角 线 的 另 一 个 镜面 〈 见 
附录 5), 从 而 给 出 点 群 44m(Cs,)。 我 们 还 可 以 在 垂直 于 c 轴 方向 
加 镜面 或 2 次 轴 ， 结 果 得 到 男 一 个 中 心 对 称 点 群 4/1m2/m2/m， 或 
写 为 简略 符号 4/mmm( D4n)， 最 后 ， 对 于 点 群 4(3。), 我 们 可 以 在 
垂直 于 c 轴 方向 加 上 2 Ke, Waray kh. WRN AA 
EHR, WA: 

{4[001]}{2[100 }}= 


0 1 O0)fFf 1 0 0 0-1 0 
E 0 0 pa 0 | -1 0 0 
0 0-1 0 0-1 0 0 1 

= {m[110]}, (4-4) 


于 是 得 到 一 个 沿 ab 面 对 角 线 方 问 的 镜面 。 因 此 ， 这 种 点 群 是 42m 
(Dig). 为 了 方便 ， 现 在 我 们 将 四 方 蝇 系 的 点 群 总 结 于 下 表 。 其 
中 点 群 4/m(C4n) 是 中 心 对 称 的 ， 而 点 群 4/mmm( DD,n) 既 是 中 心 对 
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PRB USE TRA. CARAS) EA 2m DO WTR, A 
这 些 操 群 当 然 都 是 4/mmm( D4) 的 子 群 .] 
完全 符号 简略 符号 能 夫 利 斯 符号 


4 4 Cs 

422 422 D, 

4/m 4/m Cuan 
4 mm 4mm Ca 
422 

mmm 4/mmm Dir 
4 4 S4 

42m 42m Dog 


4-30 EHER ”这 种 晶 系 要 求 有 --- 个 3 或 3 轴 。 再 次 按照 
对 四 方 晶 系 所 用 的 同样 方法 ， 逐 步 加 上 其 它 对 称 元 素 ， 我 们 得 
到 下 表 所 列 的 五 种 可 能 的 点 群 。 其 中 3CS6) 是 中 心 对 称 的 ，3m 
(Dsa) 既 是 中 心 对 称 的 ， 又 是 全 对 称 的， 和 需要 指 出 的 是 ， 在 垂直 
于 3 次 轴 方向 加 上 对 称 面 之 后 ， 所 得 结果 不 再 属于 这 种 晶 系 ， 因 
为 3/m= 5， 所 以 它 属于 六 方 晶 系 。 

完全 符号 BERS 熊 夫 利 斯 符号 


3 3 C3 
32 32 D, 
3m 3m C's, 
3 3 S eCa 
3 a. 3m | Dza 


ni 
4-3f 六方 晶 系 ”第 二 章 已 讨论 过 ， 这 种 晶 系 要 有 6 或 6 轴 。 
与 四 方 品 系 情 况 十 分 类 似 ， 共 导出 七 种 点 群 ， 所 以 我 们 直接 将 它 
们 列表 于 下 。 
| e 7) o 


完全 符号 ”简略 符号 MRAR 


6 6 Ce 

622 622 De 

6 /m 6 /m Cen 
6mm 6mm Cex 
$ 2 £ 6/mmm Den 
6 6 Cah 
6m2 om2 Don 


其 中 6/mCCen) 是 中 心 对 称 的 ，6/mmm(Den) 既 是 中 心 对 称 的 又 是 
全 对 称 的 。 需 要 指出 ， 点 群 6 和 6m2 的 能 夫 利 斯 符号 中 出 现 了 数 
字 3 (也 要 指出 ， 在 三 方 唱 系 中 点 群 3 的 能 夫 利 斯 符号 是 >e)。 不 
幸 的 是 ， 这 两 种 符号 可 能 造成 混乱 ， 以 致 读者 可 能 把 这 些 点 群 划 
错 晶 系 ， 这 是 需要 注意 的 。 附录 5 中 给 出 了 这 些 点 群 各 种 氮 对 称 
性 的 形态 图 和 极 射 赤 面 投影 图 . 

4-35g 立方 晶 系 立方 晶 系 的 讨论 比 前 面 几 种 晶 系 稍为 难 一 
些 ， 因 为 其 中 没有 主轴 。 此 种 晶 系 是 由 互 成 等 角 (109”28) 的 四 
个 3 次 轴 定 义 的 。 我 们 需要 看 一 看 究竟 有 哪些 对 称 元 素 可 以 加 到 
这 四 个 轴 上 而 仍然 属于 立方 晶 系 。 我 们 记得 ， 有 这 种 3 次 操作 就 
意味 着 有 3CCs) 以 及 32(C3)， 

第 一 个 问题 是 ， 只 有 LE) 以 及 绕 四 个 轴 的 八 个 3(Cs) 和 3 
(C2) 能 构成 一 个 点 群 吗 ? 我 们 立即 知道 答案 是 否定 的 。 因 为 ,对 
于 一 个 点 群 ,我 们 要 求 能 按照 任何 一 种 顺序 重复 进行 一 系列 操作 ， 
并 且 要 求 每 一 个 等 效 位 置 上 都 有 一 个 同样 的 实体 ,然而 ,我们 发 现 


{301113}{30111]} = 

0-1 0 0 0 1 -1 0 0 
0 0 1 1 0 0|=| 0 1 J 
-1 0 0 0 1 0 0 0 -1 


= {2[010]}, (4-5) 
所 以 ， 构 成 此 种 点 群 的 一 组 操作 中 ， 至 少 还 必须 包含 有 绕 ab、c 
轴 的 三 个 2 次 旋转 轴 ， 重复 进行 这 样 的 乘法 ， 我 们 发 现 ， 不 再 有 
必须 的 新 操作 出 更， 而 这 些 2 次 轴 则 并 不 违反 立方 晶 系 的 定义 。 
由 此 ， 我 们 得 到 立方 点 群 23(7)， 它 由 四 个 (111> 方 回 上 的 对 称 操 
HE 3 (Cs) 和 32(Cs?) 以 及 三 个 4100) 方 向 上 的 对 称 操作 2C(C;) 组 成 。 
再 加 上 恒 等 操作 ， 这 种 立方 点 群 中 总 共有 12 个 对 称 操作 (注意 ， 
它们 之 中 没有 一 个 是 4 次 操作 )。 参 看 附录 5 中 的 简 示 图 ， 我们 
可 以 很 形象 地 理解 这 种 点 群 和 接着 要 讨论 的 其 它 立 方 点 群 。( 不 
过 要 注意 ， 不 要 把 它 与 同 际 符号 为 32 的 三 方 点 群 相 混 .。) 
现在 ， 我 们 来 试 一 试 在 点 群 23 中 加 进 一 些 垂直 于 2 次 轴 的 镜 
面 。 从 这 些 镜面 ， 按 照 方程 (4- 5) 那 样 取 各 种 乘积 ， 我 们 得 到 一 
个 反 演 中 心 16 门 以 及 沿 四 个 《111) 方 向 的 3C35) 和 35 (36)。 这 种 立 
方 点 群 被 称 为 2/m3 或 m3( 或 了 n)、 有 24 个 对 称 操作 、 注 意 ， 在 这 
种 立方 点 群 中 也 没有 4 次 轴 。( 不 要 把 立方 点 群 1m3 与 国际 符号 为 
3m JED KA AEA o) 
现在 ,我 们 将 那些 含有 3 次 轴 和 2 次 轴 的 镜面 加 进去 。 例 如 ， 
mL110] 含 有 2L001] 轴 以 及 3L111] 和 3 [1111 轴 ， 而 m[110] 也 含有 
2[001] 轴 以 及 其 它 两 个 34111> 轴 。 共 有 三 对 不 同 的 这 种 镜面 的 配 
对 ， 每 一 对 的 交 线 分 别 与 、b、c 轴 重合 。 在 熊 夫 利 斯 符号 中 , E 
们 被 称 为 对 角 面 ce， 就 其 含有 旋转 轴 来 说 与 o, 类 似 ,所 不 同 的 是 
它们 处 于 单 胞 轴 的 对 角 线 上 .引入 这 些 面 之 后 ， 又 导出 绕 a、b、c 
轴 的 三 个 4(24) 和 三 个 (34) 对 称 轴 ， 由 此 ， 我 们 得 到 被 称 为 4 
am 《Ta) 的 立方 点 群 ， 它 有 24 个 对 称 操作 。 在 这 种 立方 点 群 中 ,也 
没有 4 KEKERE. 
如 果 我 们 取 立 方 点 群 23C7), 把 三 个 2 次 轴 用 4(C4) 和 4s(C3) 
准 换 ， 然 后 用 类 似 于 方程 (4~5) 的 方法 ， 得 到 六 个 新 的 2 次 i 
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BU 2[1i10]、2[110] 等 等 。 这 是 立方 点 群 432 (0)， 它 也 有 24 个 对 
称 操作 。 注 意 ， 与 点 群 23 (7) 一 样 ， 这 种 点 群 中 只 有 真 旋转 而 没 
有 反 演 、 反 映 和 非 真 旋转 。 

EAT 4 次 轴 加 上 镜面 ， 我 们 得 到 最 后 一 种 点 群 ， 这 种 点 群 
是 4/m32/m， 或 简写 为 m3m( 或 O;,)， 它 有 48 个 对 称 操作 。 从 附录 
5 可 以 看 出 ， 所 有 其 它 立方 点 群 都 是 这 种 点 群 的 子 群 。 

我 们 已 经 指出 ， 在 五 种 立方 点 群 中 只 有 两 种 点 群 有 4 KAN 
转轴 。 还 需要 指出 ， 立 方 点 群 23 (7) 只 有 12 个 对 称 元 素 ， 数 目 不 
太 多 ， 而 在 六 方 、 三 方 和 四 方 晶 系 中 ， 有 些 点 群 也 有 同样 多 或 者 
更 多 的 对 称 元 素 ， 因 此 ,不 能 认为 立方 点 群 必 然 有 很 多 对 称 操作 。 
现在 ， 我 们 将 立方 点 群 总 结 如 下 。 


完全 符号 fal BS Ff E 能 夫 利 斯 符号 
23 23 T 
2 一 
mo m3 Th 
432 432 O 
45 2 m3'n O, 
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其 中 m3CT) 是 中 心 对 称 的 ，m3m (On) 既是 中 心 对 称 的 又 是 全 对 
称 的 。 附 录 4 列 出 了 立方 点 群 的 全 部 对 称 元 素 ， 附 录 5 给 出 了 这 
些 点 群 的 图 解 。 如 果 读者 花 些 时 间 检验 一 下 这 些 图 上 的 各 种 对 称 
操作 ， 那 是 很 值得 的 。 


4-4 ”从 旋转 点 群 推导 32 种 点 群 


现在 ， 我 们 从 不 同 的 出 发 点 来 推导 和 上 节 相 同 的 32 种 结晶 学 
氮 群 。 这 里 采用 的 方法 需要 稍为 多 一 点 的 群 论 知识 。 然 而 ， 和 群 论 
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的 应 用 ， 在 这 里 并 不 比 上 一 节 更 重要 ， 尽 管 群 论 是 很 有 用 的 ， 它 
实际 上 是 本 书 所 讨论 的 许多 内 容 的 基础 (例如 , 狄 拉克 就 曾经 说 
过 :“ 没 有 群 论 的 任何 预备 知识 ， 我 也 将 能 说 明 每 一 个 问题 .”) 

我 们 首先 要 考虑 的 是 仅 只 由 一 个 或 几 个 真 旋转 轴 组 成 的 点 
群 。 这 种 结晶 学 点 群 共有 11 种 ， 面 且 ， 用 纯 数 学 方法 可 以 证 明 这 
种 点 群 只 有 11 种 并 可 以 进一步 确定 它们 的 对 称 性 。( 参 阅 参 考 书 
目 所 列 Bhagavantam 的 著作 , ) 然 而 ,我 们 将 更 多 地 采用 物理 方法 ， 
希望 这 样 做 将 会 有 助 于 读者 对 各 种 对 称 群 有 更 好 的 理解 ， 

在 这 一 章 的 引言 中 ， 我 们 对 群 论 的 一 些 非常 简单 的 概念 已 经 
作 了 介绍 ， 并 且 特 别 介绍 了 两 个 群 的 乘法 概念 。 以 后 将 证 明 这 些 
概念 是 很 有 用 的 ， 

4-4a RAB “有 五 种 x(Cu) 型 的 结晶 学 点 群 ,其 中 %= 1、 
2、3、4 、6 ， 它们 被 称 为 循环 点 群 ( 因 为 循环 一 词 的 英文 词 头 
是 C， 所 以 循环 点 群 的 能 夫 利 斯 符号 为 “C2)。 对 于 这 些 循 环 点 群 
中 的 任何 一 个 群 ， 它 所 具有 的 对 称 操作 是 (n,n, 8, ee, 
n= 1 }， 其 中 1 是 点 群 的 阶 ， 也 是 点 群 的 对 称 操作 数 。 例 如 ， 点 
群 6(Ce) 有 六 个 对 称 操作 ，1 、6 、62、63、64、65、66 = 1 (或 
Cs = 已)。 这 种 旋转 轴 通 常 被 称 为 主轴 并 取 为 e 方向 (不 过 并 不 总 、 
是 这 样 ， 在 单 斜 晶 系 中 ， 结 晶 学 家 常常 取 b 轴 为 主轴 )。 

4-4b ”二 面体 点 群 现在 ， 我 们 来 考虑 在 垂直 于 循环 群 中 旋 
转轴 的 方向 上 加 进 旋转 轴 的 情况 。 显 然 ， 如 果 我 们 要 保证 主轴 还 
是 对 称 轴 ， 那 么 ， 就 只 能 将 2 次 轴 加 在 平行 于 主轴 或 垂直 于 主轴 
的 方向 ,而 不 可 能 是 其 它 角 度 。 对 于 五 种 循环 群 中 的 任何 一 种 ,我 
们 都 可 以 垂直 于 主轴 加 上 2 次 轴 ， 由 此 导出 四 种 新 的 点 群 。 只 有 
四 种 而 不 是 五 种 ， 这 是 因为 将 2 次 轴 加 到 点 群 1(C,) 上 所 得 到 的 
是 原来 已 有 的 一 种 循环 群 2 (C2)。 在 国际 符号 中 ， 这 些 点 群 的 符 
号 是 n22 或 n2， 其 中 mn=2、3 、4 、6 ， 或 者 ， 在 熊 夫 利 斯 符号 
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中 ， 用 一 个 字母 <“D”( 二 面体 的 ), 将 它们 表 为 D,。 用 这 种 方法 得 
到 的 九 种 点 群 ， 即 循环 群 和 二 面体 群 是 ， 
国际 符号 
1 2 3 4 6 222 32 422 622 
能 夫 利 斯 符号 
C C, Cs Cy Ce D Dz, Di De 

点 群 DD 也 很 容易 用 简单 的 群 论 方法 从 点 群 Cw 导出， 考虑 一 
个 由 对 称 元 素 {Es C10] 组 成 的 点 群 ， 这 两 个 对 称 元 素 正 好 
是 恒 等 操 作 和 绕 a 轴 的 2 次 旋转 。 这 种 群 是 把 主轴 取 在 a 轴 的 简单 
的 2 阶 循环 群 。 然后 ， 将 这 种 点 群 与 C* 相 乘 ， 就 可 以 得 到 点 群 
D,, 

C,x{E, C,[100]}= Dne (4-6) 

这 种 群 论 方法 非常 简洁 明了 ,并 立即 表明 点 群 D; 的 对 称 元 素数 目 
是 对 应 的 点 群 C* 的 二 倍 ， 我 们 记得 ， 群 的 阶 凡 就 是 群 的 对 称 操作 
或 对 称 元 素 的 数目 ， 所 以 点 群 C* 的 阶 就 是 zs， 而 点 群 心 .的 阶 就 是 
2n。 

4-4c ”立方 点 群 ” 为 了 得 到 旋转 群 23 (7)， 我 们 必须 作 各 种 
操作 的 乘法 ， 如 象 4-3 g 节 中 所 作 的 那样 。 

现在 ， 如 果 我 们 把 对 称 操作 4 (C,) 加 进 点 群 23(T) 代 换 其 中 
的 2 次 轴 ， 就 得 到 一 种 新 点 群 432(O)。 例 如 , 下 面 的 乘法 所 给 出 
的 新 对 称 操 作 就 是 点 群 432(9O) 的 对 称 元 素 (参阅 附录 4 )。 


{400019} {3L111]} = 
0-1 0 0 0 1 -1 0 0 
1 0 0 | 0 0 | 0 0 J 
0 0 1 0 1 0 0 1 0 
= {2[011]}, (A-7a) 
{3[111]}<{4{001]} = 
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0 0 1)}f0-1 0 0 0 1 
1 0 Of] 1 0 0 f=} 0-1 0 
0 1 oOJLO 0 1 1 0 0 


= {27101]}. (4-7b) 
就 这 样 由 4(C4) 和 3(Cas) 的 各 种 组 合 ， 我 们 得 到 沿 立 方 体 六 个 面 对 
角 线 方向 的 各 个 2(C?) 操 作 , 从 而 得 到 这 种 点 群 的 全 部 对 称 元 素 . 
还 有 另外 一 种 方法 ,如果 我 们 把 25110](C2L110]) 加 到 点 群 23( 了 ) 
上 上， 也 能 得 到 同样 的 结果 。 | 
循环 群 、 二 面体 群 和 立方 旋转 群 是 11 种 纯 旋 转 群 。 这 些 群 的 

对 称 操作 都 是 绕 各 种 轴 的 纯 旋 转 . / 
4-4d 11 种 中 心 对 称 点 群 从 11 种 纯 旋 转 结晶 学 点 群 可 以 直 - 
搂 得 到 11 种 中 心 对 称 的 结晶 学 点 群 。 我 们 依次 取 11 种 旋转 点 群 的 
每 一 种 ， 用 反 演算 符 乘 这 种 点 群 的 所 有 对 称 元 素 ， 再 将 导出 的 对 
称 元 素 加 到 这 种 点 群 上 ,于 是 就 导出 了 新 点 群 。 按 群 论 的 话说 ,就 
FER RRS, RC = {上 ， i}, 用 它 和 每 一 个 旋转 点 群 相 乘 ,所 得 结 
果 就 是 新 点 群 。 下 面 ， 我 们 在 对 应 的 旋转 群 之 下 把 这 些 导出 的 新 
点 群 直接 写 出 来 如 下 。 


国际 符号 
1 2 3 4 6 222 32 422 622 
1 2/m: 3 4/m 6/m mmm 3m 4/mmm 6/mmm 
23 432 | 
m3 m3m 
熊 夫 利 斯 符号 
C, C2» Cs G Ce D, Ds D, TO 
Cy Con Se Can Con Don Da Din Dan Tn On 
HR, LL RA A PPE POT RA. DER IAEA. 
一 种 旋转 点 群 与 {上 ， 站 相 乘 得 到 的 群 ， 它 的 阶 是 对 应 的 旋转 点 群 
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除 的 两 倍 。 
4-4e 10 种 新 子 群 从 11 种 中 心 对 称 扎 群 ， 我 们 可 以 找到 10 
种 子 群 ， 其 中 没有 对 称 操 作 1G), 但 有 除了 纯 旋 转 以 外 的 其 它 对 
称 操作 。 这 些 新 的 群 是 以 前 没有 讨论 过 的 。 当 然 ， 这 些 新 的 群 每 
一 种 都 是 数学 意义 上 的 一 种 群 。 附 录 4 给 出 了 这 10 种 点 群 中 每 一 
种 后 群 的 对 称 操作 。 附 录 5 中 给 出 了 每 一 种 点 焙 的 极 射 浙 面 投影 
图 和 形态 图 。 下 面 我 们 列表 给 出 这 10 种 新 点 群 ， 并 在 它们 的 上 一 
行 给 出 导出 这 些 新 点 群 的 中 心 对 称 点 群 。 
国际 和 从 了 号 
2/m mmm 4/m 4/mmm 3m 6/m 6/mmm m3m 
一 一 一 一 一 一 一 _ 
m mm2 4 42m 4mm 3m 6 6m2 6mm 43m 
Re RAHI S 
Con Don Can Dan Daa Cen Den On 
Cin Coy S, Da Cay C3, Can Dsn C ey Ta 
注意 ， 当 我 们 从 4/mmm(D4) 和 6/mmm( Den) 去 掉 反 演 中 心 时 ,每 
一 种 情况 都 有 两 种 不 同 的 可 能 性 . 当然 ， 这 10 种 点 群 当 中 ， 没 有 
一 种 是 中 心 对 称 的 或 全 对 称 的 ， 


4-5 ”推导 32 种 点 群 的 熊 夫 利 斯 方案 


我 们 还 可 以 用 另 一 种 方法 得 到 32 种 点 群 ， 即 ， 用 对 称 面 代替 

反 演 中 心 。 我 们 在 第 一 章 中 已 经 指出 熊 夫 利 斯 方案 和 国际 方案 之 

加 的 这 一 差别 。 现 在 ， 我 们 就 来 简略 地 介绍 一 下 能 夫 利 斯 方案 。 

我 们 也 还 是 从 五 种 循环 群 Cn(n = 1、2、3、4、6) 开 始 。 我 们 

将 采用 通用 符号 ，cn 代 表 垂 直 于 主轴 的 镜面 ， 根 据 惯用 的 规定 ， 

主轴 取 为 c 轴 ， 而 当主 轴 为 紧 直 轴 时 ，A 表 示 水 平 ; co 代表 包含 主 

轴 (z" 是 英文 “ 竖 直 的 ”一 词 的 词 头 ) 和 a 或 b 轴 的 镜面 ; ca 代表 包含 
主轴 但 平分 *、b 轴 间 角 的 镜面 。 
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ABE REC HH A LAY? Hie nist WY LA BI — LER. 这 
些 新 点 群 被 称 为 Cnn。Cxnx 群 的 阶 是 它 所 对 应 的 Cn 群 的 阶 的 两 倍 ， 
或 者 ， 按 群 的 乘法 有 Cnn= Cnx 1E, on}. PIM, Cio. 所 具有 的 
操作 是 CC 的 所 有 操作 加 上 onE = 0n,0,Cy= Sy, OnC2=i OnC4 = 
$3 操作 。 于 是 我 们 看 到 ， 与 第 一 章 相 同 , 这 里 也 同样 自然 地 产生 
了 反 演 中 心 。 

用 竖 直 面 cu 代 替 水 平面 加 到 这 些 循环 群 上 。 可 以 得 到 四 个 新 
点 群 ， 这 四 个 新 点 群 的 符号 是 Cn,， 此 处 n=2、3、4、6， 而 Cnw= 
C,x{E, o,}. n= 1 情况 和 C1 一样， 因此 这 里 不 再 重复 说 明 , 显 
然 ，C 群 的 阶 是 它 所 对 应 的 Cn。 群 的 两 倍 . 

和 真 旋转 一 样 ， 把 许可 的 非 真 旋 转 "> "作为 主轴 ， 我 们 得 到 三 
种 新 点 群 。 这 三 种 点 群 是 S*，? = 2、4、6。 这些 点 群 的 对 称 操作 
ESAE, i} SB, Co, Sy, SESE, Cs, Ch, Ses 1,56}. 
从 这 里 我 们 又 看 出 ， 用 能 夫 利 斯 方案 导出 同一 类 型 的 点 群 时 ， 其 
中 有 些 点 群 出 现 反 演 中 心 ， 而 另 一 些 点 群 则 没有 反 演 中 心 ， 点 群 
Sn 就 是 这 样 的 例子 ， / 

如 果 取 这 五 种 循环 点 群 C。， 并 在 垂直 于 主轴 的 方向 加 上 2 次 
对 称 操作 ， 那 么 ， 我 们 得 到 四 种 新 点 群 Dn(n= 2, 3, 4, 6), © 
们 的 对 称 操 作 数 分 别 是 对 应 循环 群 的 两 ' 信 ，Dn= Cax { 巨 ，C。 
[100]}. | 

WR, MREBAT ARC, 的 主轴 方向 加 上 2 次 轴 ， 我 们 
就 会 得 到 四 种 新 点 群 DnnC(n=2、3 、4 、6),，Dnn= Cnnx {上 ， 
0a}。 

如 果 把 含有 主轴 的 对 角 镜 面 加 到 点 群 5;, 上 ， 我 们 又 可 以 得 到 
两 种 新 点 群 Dna(n=2、3)，Dna= Sznx {E，C2L100]}. 

以 上 各 种 点 群 都 有 一 个 主轴 。 除 了 这 些 以 外 ， 还 有 五 种 立 
方 点 群 ， 它 们 的 特点 是 不 具有 唯一 轴 而 有 四 个 3 Kw. MRE 

“78° 


TIMER, RARBG, MAT: ROWE TRE 
T,=Txt{&, on}. 同样， 把 0 加 上 镜面 就 得 到 Oh， 再 把 O,K PR 
反 演 中 心 , 它 的 子 群 就 是 Tg。 我 们 也 还 可 以 用 另 一 种 方法 得 到 T's， 
BIT, =Tx{E, og}. | 


4-6 FI 


单 晶体 X 射 线 衍射 的 一 个 特征 是 相干 入 射 效 应 具有 中 心 对 称 
性 ， 即 使 这 种 晶体 不 是 中 心 对 称 的 也 是 这 样 。 所 以 ， 如 果 我 们 为 
了 测定 晶体 的 对 称 性 而 摄 得 一 系列 又 射线 衍射 相 ， 那 也 不 大 可 能 
确定 晶体 是 否 是 中 心 对 称 的 ， 虽 然 通过 反常 色散 和 其 它 方面 的 研 
究 可 以 把 两 种 情况 区 别 开 来 。( 见 Lipson 和 Cochran 的 著作 ,.) 因 
此 ，X 射 线 衍射 具有 把 反 演 中 心 加 进 晶 体 点 群 的 效果 ， 这 就 意味 
着 用 X 射 线 和 术 射 效应 只 能 直接 区 分 11 种 中 心 对 称 点 群 。 由 于 历史 
原因 ， 这 些 就 称 为 11 种 劳 厄 群 或 11 种 劳 厄 对 称 群 。 于 是 ， 我 们 可 
以 说 ， 这 32 种 点 群 被 合并 成 了 11 种 劳 厄 群 。 例 如 ， 点 群 4(C4) 和 
ASDA IEI JERAM Can) WREE RAA) RASOR 
PRIER RK, METKI X RT ERROR, MEENAI 
REAM Cyn). FERAL RATT T 11S BAS BEAN OK Be 
SCR PARA, -AFERRA -ARRES SER. 
PEME, FELON Be. FCB KANE 
格 地 说 是 不 正确 的 , Fy PE — AY 2 PSE “车 
干 个 点 群 组 成 一 个 劳 厄 群 ,而 这 些 作为 劳 厄 群 中 元 素 的 点 群 , 除 了 
其 中 一 个 点 群 以 外 ， 都 没有 对 称心 ， 如 果 把 对 称心 加 到 这 些 没有 
对 称心 的 点 群 中 去 ， 那 么 ， 同 一 个 区 厄 群 中 所 有 的 点 群 都 变 成 相 
辐 的 .> 但 是 ， 合 并 到 每 一 个 劳 厄 群 中 的 点 群 的 集合 ， 在 数学 意义 
上 并 不 能 构成 群 ， 所 以 说 这 个 定义 是 不 正确 的 。 不 过 ， 后 来 1969 
年 版 的 国际 表 , 由 于 用 了 劳 厄 类 这 个 词 ， 没 有 再 出 现 这 样 的 错误 。 
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国际 符号 
= # AA 四 方 三 方 六 方 立方 
1 2 | 1 3 p 5 | 2 | 
1 m | 4 3 6 
2/m | 4/m 6/m m3 
iF. 38 | 
222 | 492 a 2 | 622 432 
amm | emm 
mm2 49m | 3m 6m? 43m 
mmm —4/mmm \ 3m 6/mmm | m3m 
能 夫 利 斯 符号 
=F BR 四 方 三 方 六 方 立方 
C, C; C || Ca ll cs T 
C; Cn Sa | y Car 
Car Cas | Cor Ta 
jE 
oD || D | D || De 0 
cr || py |S |) | oon | | 
Dor — Dar ' Dsa Der O; 


EHRT. LOMITA RRA RANA SR, B, 2) 
(m, 2mm).4, (4mm), (3, 6), Gm, 6mm), 括号 里 最 后 一 种 群 是 
劳 尼 群 的 符号 。 


4-7 RBS 


4-7a 熊 夫 利 斯 符号 ”我们 先 来 总 结 一 下 熊 夫 利 斯 符号 ， 因 
为 这 种 符号 稍为 系统 些 。 最 简单 的 是 循环 点 群 ， 它 的 符号 是 Crs 
?80，. 


ERA On? La rp on 9 
D o a é CBN aa 
(a) 


BAS En? o. 
IR UEF o ELAS Fr m 9- 


GRY) © BENT, 
o S 


是 ! 和 
2 ic: ie 
~ E | aintean 


(b) 
图 4-1 确定 某 一 物体 点 狂 的 程序 图 


此 人 处 n= 1、2、3、4、6， 如 果 垂 直 于 主轴 还 有 一 个 或 一 个 以 上 的 2 

KOH CER) WA, WARS Dae 如果 以 上 两 类 点 群 再 加 

上 一 个 0% 面 , 点 群 符号 就 分 别 是 Cyn 或 Dnn。 如果 没 有 04 而 有 一 个 
81»* 


RAA EMO WM INFIC, kL, WARS Cre WD,RAE BM Los 

TEA RG ARR HS. SeHICICC, Bit BR S2) 
都 具有 ”类 型 的 对 称 操作 。 最 后 ， 立 方 点 群 的 符号 有 些 特 殊 。 其 
Heel, AA CMC. WORE. SRT), CR RPE 
数目 是 : 的 两 倍 ， 前 已 指出 ， nena 
(T,=TxC,). RHO, RAC, Cs, Camere. m Or 是 由 点 
群 U 加 上 反 演 中 心 而 得 到 的 (Oh = Oc. 最 后 一 个 Te， 是 (的 
FH, BA. Tea Tx tl, og}. 

图 4~1a 所 示 是 确定 某 一 物体 点 群 的 程序 图 ， 首先 可 以 根据 
是 否 有 四 个 3 次 轴 把 立方 点 群 单 独 分 出 来 考虑 ， 然 后 ， 再 按 这 张 
程序 图 仔细 考查 所 有 其 它 点 群 的 对 称 操作 。 

4-7b 国际 符号 ” 这里， 循环 点 群 的 符号 是 rz，#= 1、2、3、 
4、6。 如 果 有 一 个 2 次 轴 垂 志 于 主轴 ,那么 就 在 ?后 边 加 上 数字 2， 
得 到 mn2。 如 果 还 有 与 这 种 2 次 轴 不 同 的 对 角 2 次 轴 ， 就 用 符号 422 
(如 622、32、422、222)。 如 果 有 镜面 垂直 于 主轴 rn， 点 群 符号 就 
写成 n/m( 如 2/m、4/m、6/m)。 如 果 有 一 个 或 几 个 包含 主轴 +" 的 镜 
面 ， 扩 群 符号 就 写成 m9。 如 果 还 有 与 这 种 镜面 不 同 的 对 角 镜 面 ， 
就 用 符号 nmm《 如 4mm、3m、6mm)。 如 果 既 有 竖 直 面 又 有 水 平面 ， 
那 就 也 有 2 次 轴 ， 于 是 点 群 的 完全 符号 就 是 4/m2/m2/m (如 4/m 
2/m2/m、6/m2/m2/m)。 不 过 ， 通常 是 使 用 简略 符 号 #/mmm( 如 
4/mmm、6/mmm)。 附 录 4 中 ， 我 们 用 熊 夫 利 斯 符号 、 国 际 符号 和 
完全 的 国际 符号 列 出 了 32 种 结晶 学 点 群 。 实 际 上 ， 从 简略 符号 的 
对 称 操 作 ， 我 们 可 以 推导 出 完全 符号 的 对 称 操作 ， 这 就 是 完全 符 
号 很 不 常用 的 原因 。 点 群 4 和 6 的 国际 符号 是 不 言 自明 的 。42m 表 
示 这 种 点 群 有 一 个 4 次 轴 ， 一 个 垂直 于 主轴 的 2 次 轴 ， 一 个 包含 主 
轴 的 镜面 。6m2 也 可 作 类 似 说 明 。 最 后 ， 对 于 立方 点 群 ， 在 考查 
简略 符号 之 前 最 好 先 看 一 看 完全 符号 ， 并 且 把 它们 记 住 。 
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图 4-1b 所 示 是 用 国际 符号 表示 的 如 何 推出 某 个 物体 点 群 的 程 
序 图 。 它 类 似 于 图 4-1a， 尺 管 对 于 某 种 特定 的 点 群 ， 有 时 会 客 得 
国际 符号 同 图 上 所 给 的 稍为 不 同 ， 这 是 因为 对 称 元 素 被 缩写 成 简 
略 形式 并 且 没 有 控 标 准 方 癌 写 出 鸣 缘故 。 

最 后 , 应 当 强 调 指 出 ,按照 图 4-1 中 不 管 那 -~ 种 程序 图 ,给 出 点 
群 符号 之 后 ， 我 们 就 马上 能 知道 它 所 有 的 对 称 操 作 。 这 正 是 点 群 
符号 精巧 之 处 ， 就 是 说 ,我 们 可 以 立即 导出 它 所 含有 的 对 称 操作 . 
(上 只 要 画 一 张 有 几 个 对 称 操作 的 极 射 赤 面 投影 图 ， 通 常 就 能 清楚 
地 找 出 其 它 对 称 操作 。 不 要 忘记 ， 对 称 操作 数 必 定 与 极 射 炙 面 投 
影 图 上 的 一 般 点 数 相等 ,) 


问题 


1。 证 明 ， 由 点 群 C, 导 出 点 群 Cw 时 ， 如 果 % 是 偶数， 则 产生 反 演 中 心 。 
这 就 是 后 来 再 用 C,x{ 互 ， 绪 只 能 再 导出 两 种 不 同 的 新 点 群 的 原因 。 当 mn= 1 
和 3 时 ， 这 两 种 新 点 群 为 Ci 和 .9s( 或 1 和 3) 。 

2。222、3/mr2 和 432 是 三 种 结晶 学 点 群 对 称 性 的 一 般 表 示 法 。 按 辕 惯 
例 这 些 点 群 的 符号 是 什么 ? 它们 有 什么 共同 点 ? 

3。 证明， 空间 点 阵 的 点 群 一 定 是 4-4d 节 所 述 11 种 中 心 对 称 点 群 的 一 
种 。 

4。 对 于 点 群 42m(Dzg) 和 622(CDs})， 写 出 其 中 一 般 点 系 的 坐标 。 

5。 指 出 下 列 情况 属于 何 种 点 群 ，(a) 水 分 子 ,(b) 砖 块 ,(c) 八 面体 ,(d) 
四 面体 , (e ) 螺旋 桨 ， (全 书 ( 不 考虑 其 中 的 字 ),(g) 字 母 表 中 的 每 一 个 字母 ， 

6。 设 有 一 个 点 对 称 性 为 mm3m(Op) 的 物体 ， 沿 [001] 轴 方 向 受 力 变形 。 
形变 物体 的 点 群 是 什么 ?如果 在 [111] 方 向 受 力 ， 那 么 形变 物体 的 点 群 又 
BHA? 如 果 把 电场 加 在 这 两 种 形变 物体 上 以 消除 反 演 中 心 ， 那 么 ， 这 些 
物体 又 属于 何 种 点 群 ? | 

7。 请 严格 地 给 循环 点 群 下 个 定义 , 即 根据 产生 的 对 称 元 素 定义 (提示 ， 
见 Burns 书 第 一 章 )。 对 于 点 群 C, 和 S,, 它们 的 母 元 素 是 什么 ? S, 和 Ss 相当 
于 那 两 个 点 群 ? 注意 ， 在 S$, 中 ， 当 nn 是 伪 歼 时 ， 群 的 阶 有 是 mn， 而 当 n 是 奇数 
时 ， 群 的 阶 h 和 = 2n。 
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第 五 章 空间 群 的 推导 


5-1 引言 


根据 人 们 的 要 求 , 可 在 不 同 程度 的 细节 上 对 晶体 进行 描述 。 比 
如 说 ， 我 们 可 以 确定 它 究 竟 属 于 七 种 晶 系 中 的 哪 一 种 ， 或 者 属于 
14 种 布 拉 菲 点 阵 中 的 哪 一 种 ， 这 笠 ， 我 们 融 能 千 道 晤 体毛 属 的 晶 
系 和 点 阵 类 型 。 如 果 我 们 希望 深入 一 步 ， 还 可 以 问 这 种 晶体 属于 
32 种 点 群 的 哪 一 种 ， 这 不 仅 能 告诉 我 们 唱 系 是 什么 ， 而 且 能 告诉 
我 们 表述 晶体 宏观 行为 和 性 质 的 张 量 分 景 之 间 的 关系 。 我 们 还 可 
以 通过 对 电子 密度 (或 原子 ) 空 间 分 布 的 研究 ， 更 进一步 地 了 解 兄 
ik. 在 前 面 几 章 中 ， 我 们 已 经 讨论 过 晶体 的 点 对 称 性 和 空 间 (或 
布 拉 非 点 阵 ) 对 称 性 。 为 了 完全 描述 晶体 (假定 晶体 是 无 限 大 的 )， 
我 们 还 必须 把 两 首 结合 起 来 ， 并 且 还 要 考虑 到 新 出 现 的 两 种 新 的 
对 称 操作 (我 们 将 在 下 面 讨论 )、 按 这 种 方式 确定 的 空间 群 ， 它 所 
描述 的 就 是 无 限 大 晶体 的 空间 对 称 性 因此， 所 谓 结 晶 学 空间 群 
就 是 能 使 三 维 周 期 物体 (无 限 大 晶体 ) 自 身 重复 的 几何 对 称 操作 的 
集合 。 构 成 空间 群 的 这 些 操作 的 集合 一 定 构成 数学 意义 上 的 群 ， 
而 且 一 定 包 括 初 基点 阵 平 移 以 及 另外 一 些 对 称 操作 。 

为 了 比较 容易 对 对 称 操作 的 集合 进行 讨论 ， 我 们 来 考虑 一 个 
受到 周期 性 边界 条 件 限 制 的 点 隆 。 不 难 理解 ， 如 果 我 们 考虑 一 个 
有 限 的 一 维 点 阵 ， 其 中 阵 点 的 标记 为 1、2、…a、2+1…N， 那么 ， 
每 进行 一 次 平移 对 称 操作 就 将 使 每 一 个 标记 为 "的 点 移 到 ma+1 点 
的 位 置 。 我 们 可 以 将 周期 性 边界 条 件 写 为 

ll = + 


o gA’ 


这 里 1 是 平移 量 @@。 这 是 一 个 模拟 无 限 点 阵 的 很 有 用 的 巧妙 办 法 ， 
它 辕 样 地 适用 于 二 维和 三 维 点 阵 。 

设立 是 有 限 点 阵 的 对 称 操作 数 。 实 际 上 ， 除 了 使 一 个 单 胞 平 
移 到 每 一 个 其 它 单 胞 的 六 个 操作 之 外 ， 还 有 使 初 基 单 胞 所 含 实体 
变换 到 其 本 身 的 个 对 称 操作 ， 这 才 是 整个 晶体 的 对 称 操作 。 所 
以 ， 空 间 群 共有 AN 个 对 称 操 作 ， 这 是 取 有 个 操作 和 以 个 操作 相 乘 
所 得 到 的 集合 。 其 中 有 一 组 特殊 的 乘积 无 需 多 费力 气 就 能 区 分 出 
来 ， 这 就 是 pi 个 对 称 操作 与 平移 群 恒 等 操作 ( 即 零 平移 ) 的 乘积 .这 
1 个 对 称 操作 称 为 空间 群 的 基本 操作 。 而 /个 对 称 操作 与 初 基点 阵 
平移 的 其 它 乘积 , 称 为 空间 群 的 非 基 本 操作 。 至 于 /个 操作 中 的 恒 
等 操作 与 初 基点 阵 平移 相 乘 ， 得 到 的 当然 还 是 简单 的 平移 对 称 操 
作 。 由 于 这 些 非 基本 操作 也 是 完全 人 允许 的 对 称 操 作 ， 并 且 包 含 
在 AN 个 操作 的 集合 之 中 ， 所 以 ， 它 们 总 可 以 由 基本 操作 与 平移 
操作 的 乘积 得 到 。 我 们 将 在 下 面 对 这 些 概 念 作 重 充分 的 讨论 。 不 
过 ， 那 时 我 们 将 会 清楚 地 看 到 ， 究 竞 取 哪些 操作 为 基本 操作 ， 却 
常常 是 可 以 改变 的 。 

全 部 空间 群 操作 都 可 以 很 方便 地 用 赛 兹 算 符 {RIt} 描述 ， 这 
种 赛 兹 算 符 由 点 操作 和 平移 操作 t 定 义 。 这 种 算 符 对 一 般 位 矢 
的 作用 可 以 写 为 

{RIt}r = Ar+t. (5-1) 
同 前 几 章 一 样 ，R 可 能 是 某 种 真 旋转 、 非 真 旋 转 或 反映 面 ， 并 且 
直接 作用 于 位 矢 。 如 果 t 是 一 个 任意 的 平移 ,和 晶体 的 周期 性 不 一 
定 有 关 ， 那 么 ， 由 方程 (5-1) 所 定义 的 操作 集合 仍然 构成 一 个 群 ， 
称 为 实 仿 射 群 ， 而 空间 群 则 是 它 的 子 群 。 按 照 下 面 的 方法 ， 我 们 
很 容易 验证 由 方程 (5-1) 所 定义 的 操作 集合 的 确 构成 一 个 群 。( 参 
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ba) 4-19 EF BEY EM.) 

CG) 考虑 集合 内 任意 两 个 操作 {RIt} 和 {S1u} 相 乘 ， 有 
{RIt}{S lu}r= {RIt}CSr +u) = RSr+ Ru+t= 
{RS|Ru+t}r. (5-2) 

于 古 我 们 可 以 看 出 ， 由 于 Ku 仍然 是 一 平移 ， 所 以 任何 两 个 操作 
算 符 之 积 仍然 是 集合 中 的 一 个 操作 算 符 ， 
GD 显然 有 一 个 恒 等 元 素 ， 按 国际 符号 和 熊 夫 利 斯 符号 分 
别 为 {110} 或 {£10}。 
Gii) BAAR LA | ty RER | 一 Kt}, 因 为 仿照 方程 (5-2) 
可 以 证 明 ， 
{Ri t}{R“| ~ Rot} = {110}. (5-3) 

Civ) 根据 方程 (5-2? 中 的 组 合 规律 ， 可 知 它 也 遵从 结合 律 。 

这 四 条 结论 证 明 ， 由 方程 (5-1) 定 义 的 操作 集合 确实 构成 一 

个 群 。 我 们 将 看 到 ， 在 研究 各 种 不 同 的 空间 群 时 ， 方 程 5-1) 
实 是 很 有 用 的 。 此 外 ， 我 们 还 要 记 住 ， 对 于 任何 晶体 ， 它 的 点 阵 
都 可 以 用 赛 效 算 符 {1|t,} 描 述 ,或 者 按 熊 夫 利 斯 符号 写 为 {(E&|t,}， 
其 中 t= na& + fb +n3c， 这 里 a、b、6 为 方程 (2-1) 的 初 基点 阵 平 
BRE. 

我 们 将 要 看 到 ， 在 某 些 空间 群 的 对 称 操 作 中 ， 与 旋转 或 反映 

相 结合 的 可 能 是 一 个 比 初 基点 阵 平 移 较 小 的 平移 T。 这 样 的 一 些 
对 称 操 作 ， 我 们 称 之 为 滑 移 操作 或 螺旋 操作 。 由 此 ， 导 致 空间 群 
的 两 大 分 类 一 一 瓜 式 空间 群 (?ymmorphic space group) 和 非 点 
式 空间 群 (Nonsymmorphic space group)。 如 果 空 间 群 可 以 由 
全 部 作用 于 同一 个 公共 点 上 的 对 称 操作 完全 确定 ， 而 其 中 不 含有 
任何 一 个 比 初 基 平移 还 要 小 的 平移 T， 那 么 ， 它 就 称 为 点 式 空 间 
群 ， 反 之 ， 如 果 对 于 任 一 选 定 的 原点 来 确定 空间 群 ， 其 中 必须 至 
少 有 一 个 含有 平移 T 的 操作 ， 那 么 ， 这 样 的 空间 群 就 称 为 非 点 式 
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空间 群 。 后 面 这 种 类 型 的 操作 ， 习 惯 上 称 为 螺旋 操作 或 滑 移 操作 
(参阅 描述 空间 群 P2121.2, (D4) 那 一 节 末 尾部 分 的 讨论 )。 不 过 ， 
我 们 在 5-2 节 和 5-5 节 将 会 看 到 ， 螺 旋 操 作 和 滑 移 操作 也 可 以 是 点 
式 空间 群 中 的 对 称 操作 ， 因 为 它们 可 以 由 点 式 操作 和 平移 操作 适 
当 组 合 而 产生 。 


5-2 ”点 式 空间 群 


我 们 可 以 想到 ， 为 了 导出 这 种 点 式 空间 群 ， 只 要 将 32 种 点 群 
和 14 种 布 拉 菲 点 阵 直 接 组 合 起 来 就 行 了 。 这 就 是 说 ， 每 一 种 点 群 
都 可 以 同 此 种 晶 类 所 可 能 有 的 布 拉 菲 点 阵 P、I、F 或 C 相 组 合 . 
现在 ， 让 我 们 更 严格 地 考究 一 下 这 个 概念 ， 看 一 看 那么 多 的 空间 
群 是 如 何 导 出 的 。 我 们 将 要 看 到 ， 由 此 导出 的 点 式 空间 群 ， 在 总 
数 为 230 种 空间 群 中 占 73 种 。 这 些 点 式 空间 群 也 是 我 们 推导 非 点 
式 空间 群 的 出 发 点 。 在 5-4 节 、5-5 节 和 5-6 节 中 ， 当 我 们 处 理 各 
种 对 称 操作 时 ， 就 将 看 到 为 什么 要 这 样 做 以 及 要 怎样 做 ， 在 那里 
我 们 概略 地 介绍 了 推导 全 部 空间 群 的 方法 ， 

作为 如 何 推导 点 式 空间 群 的 一 个 例子 ， 我 们 来 考虑 正 交 己 点 
” 阵 的 情况 (参阅 附录 3 )。 现 在 ， 任 取 一 个 具有 某 种 正 交 点 群 对 称 
性 的 物体 ， 以 合适 的 取向 把 它 放 到 一 个 阵 点 上 (实际 上 ， 由 平移 
对 称 性 ， 它 也 就 被 放 到 每 个 阵 点 上 )。 例 如 ,假定 我 们 从 一 个 点 对 
称 性 为 mm2CC2z,) 的 物体 出 发 。 这 个 物体 可 能 是 附录 5 中 画 出 的 
一 个 形态 图 ， 或 者 是 按照 附录 5 中 mm2 (C2,) 极 射 赤 面 投影 图 排 
列 的 原子 集团 。 如 果 物 体 是 由 排列 起 来 的 原子 或 分 子 组 成 ,那么 ， 
把 它 放 到 点 阵 上 ， 就 得 到 我 们 通常 所 说 的 晶体 结构 。 在 这 里 ， 我 
们 必须 留心 一 下 ， 这 种 对 称 性 为 m2 (Coy) 的 物体 究竟 应 该 怎样 
放 到 点 阵 上 。 很 明显 ,如 果 我 们 希望 每 个 阵 点 都 具有 正 交 对 称 性 ， 
那么 ， 放 置物 体 时 就 必须 使 它 的 镜面 和 2 次 轴 沿 着 单 胞 轴 方 向 。 
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这 样 导 出 的 晶体 结构 ， 才 会 既 有 平移 对 称 性 又 对 任何 一 个 阵 点 者 
有 点 对 称 性 mm2CCz。)。 必 须 这 样 做 的 原因 就 在 于 ， 这 两 种 类 型 
的 对 称 操作 全 部 是 描述 整个 晶体 结构 对 称 性 的 基本 操作 。 

在 图 5-1a 中 ， 我 们 给 出 了 如 何 用 图 解法 描述 空间 群 的 一 个 例 
子 。 图 中 画 出 了 单 胞 的 轮廓 ， 原 点 选 在 左上 角 。 像 通常 一 样 ， 我 
们 采用 右手 规则 ，a 轴 指向 页 底 ，b 轴 向 右 ，c 轴 从 页 面 出 来 (与 束 
个 国际 表 中 所 采用 的 规则 相同 )。 按 照 第 一 章 讨论 过 的 同样 方法 ， 
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(b) 
图 5-1 正 交 品系 的 两 种 空间 群 


我 们 在 左边 的 图 中 ， 用 加 图 的 排列 表示 出 每 一 个 阵 点 上 对 称 性 的 
作用 结果 。 在 这 个 例子 中 我 们 可 以 看 出 ， 贺 图 的 这 种 排列 具有 由 
四 个 操作 1、2[001]、mL100]、mL010] (上 台 、C。、0w。、04 ) 构 成 的 
对 称 性 rr2(Czo)。 图 上 的 这 些 圆圈 所 代表 的 就 是 将 对 称 操 作 作 
用 于 任意 一 个 一 般 点 (x，y，z) 的 结果 ,这 个 一 般 点 就 是 方程 (5- 
1) 中 的 矢量 r， 由 此 得 到 的 对 称 等 效 位 置 就 称 为 一 般 等 效 位 置 ,这 
里 ， 我 们 要 再 次 强调 指出 ， 每 个 圆圈 既 可 以 代表 唱 体 中 的 单个 原 
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子 ， 也 可 以 代表 原子 集团 。 在 右边 的 图 上 ， 我 们 给 出 了 对 称 元 素 
本 身 的 配置 ， 这 些 对 称 元 素 是 用 附录 6 给 出 的 馈 用 符号 表示 的 ， 
从 这 个 图 我 们 看 到 ， 在 原点 上 有 一 个 沿 c 方 向 的 2 次 轴 和 两 个 镜 
面 (用 粗 线 表 示 )、 通 过 平移 对 称 操作 {11a}、{11b} 和 {1|a+b}, 我 
们 得 到 其 它 非 原点 位 置 的 同样 圆圈 排列 和 对 称 元 素 配 置 ， 如 图 所 
示 。 值 得 注意 的 是 ， 从 这 些 点 对 称 操作 和 平移 对 称 操作 的 组 合 ， 
引出 了 一 个 重要 的 结果 ， 即 ， 出 现 许多 新 的 然而 是 非 基 本 的 对 称 
操作 .实际 上 ,在 整个 这 一 章 中 我 们 都 经 常 看 到 此 种 情况 。 现 在 ， 
我 们 看 到 的 是 这 些 2 次 轴 之 间 的 中 点 上 ， 又 出 现 另 一 些 2 次 Bh. 
对 于 镜面 ， 也 有 类 似 情 况 ( 见 第 三 章 的 问题 1 )。 我 们 可 以 用 国际 
符号 将 此 种 空间 群 表示 为 Pmm2， 此 处 ，P 代 表 初 基点 阵 、mm2 代 
表 这 种 空间 群 的 其 它 基本 操作 。 这 意味 着 ， 根 据 这 种 点 群 符 号 
mm2， 我 们 就 能 找到 此 种 情况 下 的 上 述 四 种 基本 对 称 元 素 . 但 是 ， 
导出 的 非 基 本 操作 ， 即 此 时 附加 的 2 次 轴 和 镜面 ， 在 符号 中 则 没 
有 表示 出 来 。( 这 种 空间 群 的 能 夫 利 斯 符号 是 C4u， 它 清楚 地 表 
示 出 在 推导 这 种 空间 群 时 所 用 到 的 点 对 称 性 ， 然 而 它 没 有 再 明确 
告诉 我 们 任何 别 的 东西 ， 这 是 由 于 在 这 种 符号 中 特定 的 空间 群 仅 
只 用 角 标 区 分 之 故 。) 

现在 ， 再 回 到 正 交 了 点 隆 ， 我 们 还 可 以 加 进 点 对 称 性 为 222 
(DD,) 或 mmm( D2%) 的 适当 取向 的 物体 。 如 果 我 们 这 样 做 了 ， 就 会 
又 导出 两 种 不 同 的 空间 群 ， 它 们 的 对 称 操作 可 以 分 别 用 P222 或 
Pmmm 完 全 描述 .这 两 种 空间 群 的 图 解 也 可 以 象 图 5-1a 一 样 作 出 . 
从 这 些 例子 我 们 看 到 ， 某 些 空间 群 的 推导 并 不 是 困难 的 。 

按照 同样 方法 ， 我 们 还 可 以 考虑 一 个 正 交底 心 C 点 阵 ， 再 加 
上 一 个 点 对 称 性 为 mm2(Cz,) 的 合适 取向 的 物体 。 这 时， 相对 于 
任何 阵 点 来 说 ， 整 个 晶体 结构 的 点 对 称 性 也 是 mm2(Czs,)。 所 以 ， 
这 种 空间 群 的 符号 是 Crmm2， 其 中 C 代 表 点 阵 类 型 ,其 余 的 符号 则 
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b)/2 位 置 ， 事 实 上 ， 如 果 没 有 这 个 心 ， 空 间 群 Crmm2 就 将 转换 成 
Pmm2。 从 图 上 我 们 还 可 以 看 到 新 导出 的 其 它 非 基本 对 称 操作 ,其 
中 包括 用 虚线 表示 的 滑 移 面 。 这 些 将 在 本 章 的 后 面 讨论 ， 但 我 们 
要 指出 ， 它 们 都 是 由 点 对 称 性 mm2( Cs,) 和 和 平移 对 称 性 组 合 而 产 
生 和 的 。 它 们 并 不 是 空间 群 的 基本 对 称 元 素 . | 

仿照 上 面 的 讨论 ， 我 们 立刻 可 以 看 出 空间 群 C222 和 Cmmm 是 
如 何 导 出 的 ， 并 且 ， 用 辐 样 方法 将 ! 和 4 点 阵 与 三 个 正 交 点 群 结 
合 ， 叉 可 以 导出 另外 一 些 正 交 晶 系 的 空间 群 。 结 果 是 ， 对 于 正 交 
晶 系 ， 如 果 我 们 把 mr2、222、?zax mhM ESEP, C 
上 组合， 就 得 到 3x 4= 12 种 不 同 的 室 间 群 ， 这 种 推导 过 程 完 全 可 
以 推广 到 其 它 晶 系 的 空间 群 。 于是， 在 三 斜 晶 系 中 ， 由 于 有 一 种 
布 拉 菲 点 阵 了 和 两 种 点 群 1CC1) 和 iCCi)， 所 以 给 出 两 种 空间 群 。 
它们 的 符号 是 Pl 和 PI1。 同 样 ， 在 单 斜 晶 系 中 ， 由 于 有 两 种 布 拉 
EAR P, SAMS AP 点 群 2《C2)、m(Cin)、2/m(C2n)， 所 以 给 
出 六 种 空间 群 , 它 们 的 符号 是 P2、Pm、 P2/m, B2, Bm, B2/m. 
依 此 类 推 ， 把 这 种 方法 依次 用 于 七 种 员 系 ， 共 计 可 以 得 到 866 种 空 
间 群 。 不 过 ， 如 果 下 考虑 一 下 后 群 元 素 与 布 拉 菲 点 阵 之 间 的 取 癌 
关系 ， 我 们 又 能 得 到 另外 一 些 空间 群 ， 例 如 ， 在 正 交 晶 系 中 ，-4 
D, BAC 心 的 点 阵 是 彼此 等 价 的 。 可 是 ， 当 我 们 把 这 些 点 阵 
与 点 群 mm2(C2,) 组 合 时 ， 沿 方向 的 2 次 轴 既 可 能 垂直 于 有 心 
面 ， 也 可 能 平行 于 有 心 面 。 前 一 种 情况 得 到 的 是 上 面 心 ， 后 一 种 
情况 得 到 的 是 4 面 心 和 8B 面 心 。 对 于 这 两 种 情况 ， 由 于 2 次 轴 
垂直 于 有 心 面 和 平行 于 有 心 面 在 物理 上 互 不 相同 ， 所 以 导出 不 同 
的 空间 群 Crrz2 和 -4pewxr2。 就 这 样 ， 由 于 考虑 到 这 种 点 对 称 元 素 相 
对 于 布 拉 菲 点 阵 的 取向 关系 ， 我 们 又 得 到 七 种 空间 群 ， 从 而 最 后 
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得 出 73 种 点 式 空间 群 。 在 表 5-1 中 ， 我 们 用 国际 符号 列 出 了 这 73 
种 点 式 空间 群 。 这 些 符号 的 确切 含意 下 一 步 会 更 清楚 ， 不 过 ， 根 
据 现在 的 讨论 ,这 些 符号 的 含意 也 是 相当 明确 的 。 在 表 5-1 中 ， 带 
星 号 的 是 附加 的 七 种 空间 群 ， 它 们 是 考虑 了 点 群 对 称 元 素 相对 于 
布 拉 菲 单 胞 不 同 取 沿 而 导出 的 。 


35-1 73 种 点 式 空间 群 


品系 布 拉 菲 点 阵 空间 群 
=¢ F Pi, Pi 
单 斜 P P2, Pm, P2/m 
BRC 2、Bm、B2/m( 第 一 种 定向 ) 
正 交 P P222, Pmm2, Pmmm 
C, ARB C222, Cmm2, Amm2*, Cmmm 
I 1222, Imm2, Immm 
F F222, Fmm2, Fmmm 
四 方 P Pa, På, På4fm, P422, Pdmm PA2m Pim2*. 
P4/mmm 
I ia, T4, Ia/m, 1422, Iamm, la2m, lim2*, 
lajmmm 
立方 P P23, Pm3, P432, Pi3m, Pm3ml 
I 123, [m3, 1432, 143m, lm3m 
F F23, Fm3, F432, Fa3m, Fm3m 
=H P P3., P3, P312,P321*, F3mi, P3im*, P31m, 
P3m1* 
(RÉ) R R3, R3, R32, Ram, R3m 
A P Ps, Pō, P6/m, £622, Pémm, Pém2 Pé2m*. 


P6/mmm 


在 我 们 继续 讨论 之 前 ， 应 该 先 提 出 一 个 似乎 难以 捉摸 但 却 重 
要 的 问题 。 在 这 一 节 开 始 的 推导 过 程 中 ， 我 们 已 经 注意 到 是 把 具 
有 正 交 点 群 的 物体 放 在 正 交 点 阵 的 阵 点 上 。 这 时 ， 物 体 和 点 阵 都 
有 同一 种 晶 系 的 对 称 性 。 这 种 方法 是 正确 的 。 但 我 们 一 定 会 想到 
一 个 问题 ， 怎 见得 这 种 方法 是 对 的 呢 ? 例如 ， 我 们 可 不 可 以 把 只 
具有 点 对 称 性 1 (Co 的 物体 放 在 立方 品系 的 布 拉 菲 点 阵 上 呢 ? 反 
之 ， 我 们 又 可 不 可 以 把 具有 点 对 称 性 m3 mOr 的 物体 放 在 三 斜 
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对 这 两 个 问题 的 回答 是 否定 的 。 原 因 是 ， 在 物理 上 ， 与 立方 
布 拉 菲 点 阵 相 容 的 力 ， 可 以 相对 于 某 一 个 阵 点 展开 成 具有 立方 对 
称 性 的 球 谐 函 数 的 组 合 。 因 此 ， 在 立方 布 拉 菲 扎 阵 上 ， 物 体 必 须 
有 立方 的 点 对 称 性 。 同 理 ， 对 于 三 斜 布 拉 菲 点 阵 ， 与 其 相 容 的 力 
可 以 对 具有 三 斜 对 称 性 的 阵 点 展开 ， 因 此 ， 这 些 力 一 定 趋 门 于 使 
高 对 称 性 物体 畸变 而 具有 三 斜 的 点 对 称 性 , Ait, BINA RIC 
住 ， 畸 变 可 能 很 小 ， 难 于 实验 观 寻 。) 
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间 群 才 称 为 非 点 式 空间 群 。 现 在 ， 如 果 我 们 引入 这 种 非 氮 式 操 
作 ， 就 能 找到 157 种 非 点 式 空间 群 。 这 些 与 73 种 点 式 空 间 群 加 在 
一 起 ， 就 得 到 全 部 230 种 空间 群 。 


现在 ， 我 们 先 稍为 详细 地 讨论 一 下 这 样 一 个 问题 ， 即 ， 当 我 


们 将 旋转 和 反映 与 非 初 基 平移 组 合 而 产生 所 谓 螺 旋 操 作 和 滑 移 操 
作 时 的 情况 。 这 些 对 称 元 素 依 次 称 为 螺旋 轴 和 滑 移 面 。 


表示 成 
{RIrjr= Rr+T。 (5-4) 

这 里 ， 操 作 怀 的 矩阵 先 对 位 矢 r 操作 ， 随 后 作 非 点 式 平移 TY。 这 种 
非 点 式 平移 ?是 单 胞 的 分 数 平移 ， 而 对 于 点 式 操 作 则 有 T = 0， 

现在 ， 我 们 来 依次 讨论 这 两 种 非 点 式 对 称 操作 . 

5-3a， 螺 旋 操 作 ”螺旋 操作 是 一 种 对 称 操作 ， 它 是 由 真 旋转 
与 平行 于 旋转 轴 的 非 初 基 平 移 结 合 而 成 的 ， 这 时 的 旋转 轴 就 称 为 
螺旋 轴 。 在 这 种 联合 操作 中 ， 两 种 操作 进 行 的 顺序 是 不 重 要 的 ， 
因为 人 r 和 1 符合 加 法 交换 律 。 
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非 点 式 操 作 可 以 很 方便 地 相对 于 某 一 原点 用 赛 效 算 符 {17} 


我 们 先 来 考虑 螺旋 操作 的 旋转 部 分 。 这 时 ， 旋 转 人 独立 地 作 
用 于 一 个 一 般 位 天 r 而 与 平移 无 关 。 由 于 这 些 位 和 撩 虽然 各 有 其 大 
小 和 方向 ， 但 有 共同 的 原点 ， 亡 以， 在 晶体 中 非 点 式 操作 涉及 的 
真 旋转 部 分 也 像 点 式 操作 一 样 ， 只 人 允许 有 1、2、3、4、6 五 种 ,这 
是 一 个 很 重要 的 绪论， 因此 ， 我 们 需要 比较 详细 地 说 明 一 下 。 

(i) 参阅 图 5-2， 我 们 考虑 4 点 。 在 这 一 点 上 ， 有 一 个 垂直 于 
纸 面 的 螺旋 轴 ， 它 把 标记 为 “+ ”的 圆圈 变换 到 标记 为 “r+2 的 圆 
图 。 这 种 对 称 操作 是 {nir}, Alt, MAARE RB A E 
360 /2 ， 如 图 所 未 。 


图 5-~2 一般 螺旋 操作 的 结果 。 


Gi) 我 们 再 考虑 对 点 阵 的 影响 ， 根 据 平移 对 称 性 ， 在 阵 点 了 
和 阵 点 CC 附近， 也 有 同样 的 圆圈 排列 ， 这 也 示 于 图 中 。 在 选取 这 
些 阵 点 时 ， 使 它们 都 与 阵 点 4 等 距离 ， 这 在 每 种 晶 系 中 总 是 可 以 
做 到 。 对 于 特定 的 晶 类 ， 正 如 2-3 节 讨论 过 的 , 角 B4C 受 到 限制 。 
这 些 限 制 条 件 可 以 用 点 阵 的 对 称 操作 {p10} 表 示 ， 此 处 p=1、2、 
3、4、6， 即 角 B4C = 360"/b。 这 样 的 角 也 表示 在 图 上 。 

Gi) 现在 再 考虑 4 点 的 操作 (nit}。 如 果 我 们 要 求 这 种 操作 
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是 晶体 的 对 称 操作 ， 那 么 ， 它 就 必须 能 使 整个 晶体 复原 。 这 种 操 
作 把 用 “+ ”标明 高 度 的 圆圈 a 变换 到 用 “T+ ”标明 高 度 的 圆圈 2, 
它 在 纸 面 上 造成 一 个 投影 角 aA4B = 360°/n。 然 而 ， 点 阵 的 对 称 操 
作 使 这 个 投影 角 c46 = 360°/p。 所以， 如果 我 们 要 求 螺旋 操作 是 
晶体 的 对 称 操作 ， 那 么 就 必须 等 于 p。 这 表明 ， 与 单 胞 轴 和 轴 间 
角 配 置 状态 相关 的 对 于 真 旋转 所 存在 的 限制 ， 对 于 螺旋 轴 也 一 定 
存在 。 

还 有 一 个 问题 也 要 和 弄 清楚 ， 即 ， 选 用 的 旋转 会 对 T 值 产生 影 
响 。 这 一 点 可 以 如 下 证 明 。 考 虐 一 个 n 次 螺旋 操作 {RIT}, 用 它 对 
位 矢 r 进 行 ? 次 操作 。 正 如 在 真 旋转 中 所 遇 到 的 情况 一 样 ， 结 果 一 
定 是 把 被 作用 的 物体 转 过 整整 一 周 360°. Rin, FARHAD A, 
愧 体 还 要 沿 着 转轴 移动 。 一 般 说 来 ， 移 动量 总 是 单位 点 阵 平移 的 
WHEN. Fi BNA WS K 

{R\t}"={1|ty}=ty. (5-5) 
ERI tT} ARS, A 
{RIT} r = {RIT}HRIT} {RI THR} th 
={R|THRITt} {RIT} Rr +T). 
={R|t}{R|t}--(Rr+ RT+T). (5-64) 
由 于 平移 T 是 沿 着 旋转 轴 方 向 ， 所 以 RT 等 于 T。 因 此 ， 把 方程 
(5-60) 继 续 推 演 下 去 ， 就 化 简 成 


{Rit} r= Fr +nTt= {hk"|nT}r, (5-66) 
于 是 ， 从 方程 (5-5) 和 和 (5-65)， 我 们 看 到 
| {1| ty} = {A | nT}. (5~6c) 


换 名 话说 ， 作 了 "次 旋转 操作 之 后 ， 得 到 由 tw 表示 的 一 倍 或 几 售 
单 胞 的 平移 。 于 是 我 们 看 到 ， 每 一 次 的 平移 量 是 一 个 或 几 个 单位 
重复 距离 的 1/n 倍 。 这 一 点 ， 在 下 面 的 讨论 中 将 会 看 得 更 清楚 ， 
在 图 5-3 所 示 的 例子 中 ， 我 们 看 到 的 是 一 个 4 ARH, E 
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每 一 次 旋转 使 转 过 90"， 然 后 再 作 
c/4 的 平移 T。 

图 5-4 中 标记 为 4 的 图 , 是 这 种 
ER ie AR RA e 轴 的 俯视 图 。 一 cn 重复 周期 
个 在 (x，y，z) 位 置 的 一 般 点 ， 由 = 
标记 为 41 的 螺旋 轴 作 第 一 次 螺旋 操 


作 ， 变 换 到 ( - y，x，; +2). 第 e 

二 次 螺旋 操作 4? 又 把 这 个 点 变换 到 | 

( - x, 一 y， Laz), 第 三 次 螺旋 图 5-3 SRNE IRIE Aao 
> 三 次 B 


操作 4 又 把 它 变换 到 ( 7?，- x，3 +2). 最 后 ， 第 四 次 螺旋 操作 


4 把 这 个 一 般 点 从 投影 看 来 转 回 到 出 发 位 置 ， 但 沿 e 方 向 平移 
了 一 个 单位 的 重复 距离 。 注 意 ， 在 表示 螺旋 轴 时 我 们 使 用 了 脚 
标 。 按 国际 符号 ， 螺 旋 轴 对 称 操 作 是 表示 为 Ra， 其 中 平移 的 分 
数 单位 是 g 除 以 旋转 R 的 阶 次 n. 

我 们 再 来 考虑 图 5-4 所 示 的 4 操作 情况 。 这 时 , 每 次 操作 转 过 
的 角度 是 2r/4 = 90"， 一 般 点 沿 c 轴 方向 平移 的 距离 是 (2/4)c. 所 


以 ， 起 始点 (x*，y，2z) 被 4 RRE -y x +z) RE 4 


操作 又 把 这 个 点 变换 到 (-x，- y，1+z)， 根 据 平移 不 变性 ， 这 
个 点 与 (一 xX， 一 y，2) 扣 等 同 。 第 三 次 坚 旋 操作 (4，)”， 叶 出 位 于 


(y,-x, 2 +z ) 的 点 ,同样 根据 平移 不 变性 , 这 一 点 与 《y，-%， 
二 +z) Ot. 最 后 ， 进 行 第 四 次 操作 (42)， 得 到 (x，y，2+2) 


瓜 ， 再 根据 平移 不 变性 ， 这 一 点 与 起 始点 等 价 。 值 得 注 意 的 是 ， 
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图 5~4 所 有 可 能 的 结晶 学 螺旋 操作 ( 引 自 Mekie and McKie). 


这 个 操作 进行 四 次 ， 相 应 的 总 位 移 是 两 个 单位 的 重复 距离 .于 是 ， 
由 方程 (5~6c) 所 给 出 的 基本 平移 ， 就 等 于 2 个 重复 单位 总 平移 的 


pe BD c 轴 方 向 的 平移 是 了 = . 


现在 ， 究 竞 有 哪些 可 能 的 螺旋 轴 ， 应 该 比较 清楚 了 。 总 起 来 
说 ， 一 共有 i 种 螺旋 轴 ; 
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Z1~ Sin 32, 41, 42, 43, 61, Go. 63, 64. 65. ee BR EIR 
在 图 5-4 中 。 

螺旋 操作 作用 于 一 般 点 (x，y， 2) 的 结果 是 很 容易 求 出 的 ， 如 
方程 (5-4) 所 示 ， 先 把 由 附录 1 查 出 的 旋转 矩阵 REEF O y 
2)， 然 后 再 加 上 相应 的 平移 T。 例 如 ， 我 们 取 [001] 方 回 的 3>， 


32001] ={ 3C001]| (0, 0, 2M (5-74) 


其 中 矢量 T (0, 0, 2 ) 表 示 a 方 向 和 b 方 向 的 平移 是 零 ，c 方向 的 
平移 是 ( 2 ) c。 现 在 ， 将 它 作用 于 位 矢 r， 得 
{ 3C0013|7 (0, 0, 2yr =3 [00l]r+rT (0, 0, 2), 


(5~76) 
表示 成 矩阵 形式 ， 则 为 


0-1 0 x 0) -y 

1 -] 0 y +} 0 j=} x-y -Te 

0 0 1 2 f +2 c5-10) 
3 3 | 


所 以 ， 一 般 点 Cx, y, z) 经 3,[001] 操作 得 到 点 


_ -y, 242) 
(-y, zy, 242), 


与 第 一 章 中 对 称 元 素 情况 一 样 ， 这 些 新 的 对 称 元 素 在 图 上 也 

用 惯用 符号 表示 。 这 些 符号 都 已 列 在 附录 6 和 图 5-4 中 。 
5-gb。 滑 移 面 ” 正 因为 我 们 刚刚 讨论 了 真 旋转 同 平移 的 组 
合 ， 由 此 导出 了 螺旋 轴 ， 我 们 自然 还 要 试 一 试用 同样 的 方法 来 讨 
论 非 真 旋转 同 平移 的 组 合 。 结 果 证 明 ， 只 有 一 种 非 真 旋转 可 以 同 
平移 组 合 产生 新 的 对 称 操作 ， 这 种 非 真 旋转 就 是 5 或 m。( 见 问题 
3. ) 所 以 ， 唯 一 的 适当 组 合 是 反映 加 平移 ， 给 出 的 对 称 元 RAA 
滑 移 面 。 不过， 晶体 中 有 三 种 不 同类 型 的 滑 移 面 ， 即 轴 向 滑 移 、 
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对 角 线 滑 移 和 “人 金刚石” 滑 移 。 在 所 有 滑 移 中 ， 都 是 对 平面 进行 反 
映 后 再 平移 单 胞 周期 的 某 一 分 数 距离 。 在 这 里 ， 两 步 操作 的 先后 
次 序 也 是 不 重要 的 。 现 在 ， 我 们 就 来 依次 讨论 这 三 种 类 型 的 请 移 
iil. f 
在 轴 向 滑 移 中 ， 平 移 天 量 T 平 行 于 反映 面 ， 大 小 是 单 胞 轴 长 
的 一 半 。 按照 进行 平移 的 轴 疝 ， 我 们 把 轴 问 滑 移 分 为 C 滑 移 、2 滑 
移 和 c 滑 移 。 至 于 伴随 这 种 平移 的 反映 面 ， 可 以 是 ab、bc、ca 中 

b 的 菜 一 个 平面 。 确 切 地 


-一 + 说， 究竟 哪 一 个 平面 包 

— | __ 2 | _. FERT ERRA 
pT 移 之 中 ， 这 与 所 考虑 的 

a 2 SHAK, RAS 
图 5-5 ONERE. 间 群 符号 可 以 弄 清 楚 这 


一 点 。 在 下 一 节 中 我 们 将 要 讨论 这 个 问题 

作为 轴 向 滑 移 的 一 个 例子 ， 图 5-5 所 示 是 一 个 反映 面 垂直 于 a 
轴 的 2 滑 移 。 同 反映 操作 一 样 ， 滑 移 操作 产生 原来 物体 的 对 形体 ， 
所 以 在 图 中 用 加 逗 点 的 圆圈 表示 。 按 照 我 们 在 螺旋 轴 中 同样 的 方 
法 ， 可 以 用 方程 (5-4) 求 出 一 般 点 经 过 轴 向 滑 移 操作 之 后 的 分 数 
坐标 ， 例 如 ， 对 于 这 个 6 滑 移 ， 假 定 镜 面 在 x*= 0 处 ， 我 们 得 到 


f mrlooll (0, = or =m(100Jr+T (0, Z» 0) 


FU (> y DA BR RA -2, D+ y, 2). 注意 ， 轴 向 滑 
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移 中 的 反映 面 不 可 能 与 滑 移 方向 垂直 ， 例 如 ， 如 果 你 试 着 画 一 个 
反映 面 牌 直 于 a 的 a 滑 移 图 形 ， 你 就 会 发 现 ， 结 果 是 一 个 一 般 的 点 
式 镜面 操作 ， 

第 二 种 滑 移 操作 是 对 角 线 滑 移 ， 通 常 称 为 ? 滑 移 ， 它 包 括 两 
个 或 三 个 方 铝 合成 的 平 称 。 一般 说 来 ,平移 是 (a+b)/2、Cb+ ¢)/2 
或 《c+ a)/2。 但 是 ， 在 四 方 晶 系 和 立方 晶 系 中 ，2 滑 移 也 可 能 包 
括 (a+ b+ c)/2 的 滑 移 ( 见 本 章 末 昨 的 问题 9?。 需 要 指出 的 是 ， 在 
# 滑 移 操 作 中 (以 及 在 后 面 讨 论 的 d 滑 移 中 )， 滑 移 方向 可 能 有 一 个 
垂直 于 反映 面 的 分 量 。 这 种 情况 只 在 四 方 晶 系 各 立方 晶 系 中 出 
现 。 

图 5-6 所 示 是 反映 面 垂直 于 c 的 ? 滑 移 。 XH. ACY y, 2% 
移 了 (a/2)+(b/2) 后 再 对 滑 移 面 反 映 。 利 用 方程 (5-4)， 我 们 可 
以 把 这 种 滑 移 操作 写成 (假定 滑 移 面 在 z = 0 处 )， | 


fm [0011] T (+, z= 0 r =m 00l] r+T et z 0) 


(5-9a) 
: 1 1 
一 - 一 十 
1 0 0 x > 7 x 
=|0 1 oj} y [+ =|} +y (5-90) 
2 2 
0 0 -1 2 0 | 一 之 


于 是 ， 通 过 这 个 操作 ， 点 {x,y, 2) 变换 到 (++ Xs +t Vs -2z). 


正如 前 所 述 ， 一 旦 知道 所 研究 的 是 哪 一 种 ? 滑 移 ， 列 矢 T 也 就 知道 
了 。 而 4 在 空间 群 人 符号 中 的 位 置 ， 则 决定 它 的 反映 面 和 平移 方 
向 。 后 面 ， 当 我 们 详细 讨论 空间 群 时 ， 还 要 同 轴 向 滑 移 一 起 来 讨 
论 这 个 问题 ， | 
最 后 一 种 消 移 是 金刚 石 滑 移 或 4 滑 移 。 在 这 种 滑 移 中 ， 平 移 
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是 四 方 和 立方 晶体 中 的 (at+tb)/4、(b+c)/4、(at+tc)/4 或 (at+b 
+c)/4。 对 于 这 种 d 滑 移 的 一 般 说 明 也 和 其 它 滑 移 一 样 。 这 里 ,我 
们 暂时 不 再 作 更 详细 介 
绍 ， 而 在 后 面 所 举 出 的 
空间 群 例子 中 迁 到 时 再 
讨论 。 这 是 因为 ,a 滑 
BEREI RERA 
具体 的 例子 来 讨论 ， 才 
最 容易 理解 ， 

在 附录 6 中 ， 我 们 对 各 种 滑 移 操作 以 及 它们 的 符号 作 了 适当 
的 总 结 。 : 


图 5~6 % 滑 移 操 作 。 


5-4 空间 群 的 点 群 和 一 般 等 效 位 置 

在 着 手 讨论 某 些 空间 群 的 例子 之 前 ， 我 们 先 来 讨论 为 了 说 明 
空间 群 最 少 必须 多 少 操作 的 问题 。 在 5-1 节 中 ， 我 们 曾 把 这 些 操 
作 称 为 空间 群 的 基本 操作 ， 下 面 将 看 到 ， 从 这 些 基 本 操作 如 何 导 
出 一 般 等 效 位 置 的 具体 数目 。 在 6-6 节 中 ， 我 们 还 将 基 TPE 间 群 
理论 ， 讨 论 并 证 明 关于 这 个 问题 的 群 论 解释 。 在读 了 以 下 讨论 之 
后 ， 这 种 比较 数学 化 的 倾向 ， 可 能 使 我 们 想 早 -一 点 看 看 那 一 节 。 

空间 群 的 点 群 Gp 通常 简称 为 点 群 ， 它 被 定义 为 ， 当 空间 群 
的 全 部 平移 tn 以 及 + 都 等 于 零 时 所 得 到 的 操作 集合 。 所 以 ，G。 具 
有 {R10} 形 式 的 操作 ， 很 明显 ， 在 一 般 情况 下 ，G; 的 操作 不 是 空 


间 属 6 的 对 称 操作 。 例 如 ， 候 定 4， 即 {41T ((0，0，1)} 是 G 


的 对 称 操作 ， 那 么 由 它 所 得 到 的 Gp 的 操作 就 是 {410}， 显 然 ， 它 

不 再 是 空间 群 的 对 称 操作 。 这 样 一 来 ， 人 们 可 能 会 问 ， 这 个 定义 

还 有 什么 用 处 呢 ? 其 实 ， 这 个 概念 极其 有 用 ， 它 实际 上 是 理解 空 
。100 。 


间 群 的 基础 。 

初 基点 阵 平移 也 是 空间 群 G 的 对 称 操作 集合 的 一 部 分 。 这 些 
平移 {11t,} 的 集合 也 构成 一 个 群 ， 我 们 称 它 为 7 群 。 因 为 点 阵 是 
无 限 的 ， 所 以 7 是 无 限 群 。 由 于 G 包 括 T， 所 以 GR 也 是 无 限 群 . 
至 于 组 成 G 的 其 它 对 称 操作 ， 则 可 以 写成 {Ri Tri] 的 形式 。 为 了 
清楚 起 见 ， 这 里 加 了 脚 标 i。 如 果 我 们 设想 ， 用 属于 7 的 全 部 初 基 
点 阵 平移 操作 来 除 G, 那 么 ,这 样 得 到 的 结果 道 常 就 称 为 “ 关 于 平 
移 群 7 的 G 的 商 群 ”. 这 个 商 群 用 G/T 表示 , 它 已 不 再 是 无 限 阶 的 . 
但 是 ， 尽 管 如 此 ，G/T 确 实 还 是 一 个 数学 意义 上 的 群 ， 不 过 它 只 
有 h 个 数目 不 太 多 的 对 称 操作 而 已 ， 这 里 ，h 的 最 大 值 是 48。 这 些 
操作 就 表 为 {Ri|Ti} 形 式 ， 其 中 i 从 1 到 h， 每 个 i 值 对 应 于 一 个 对 
称 操作 ， 与 商 群 有 关 的 最 重要 方面 的 内 容 是 ，G/T 的 对 称 操作 和 
Gp 的 对 称 操作 之 间 具 有 同形 性 ， 即 一 一 对 应 关系 。 这 表明 Gp 的 
操作 也 构成 一 个 群 ， 我 们 可 以 证 明 它 是 由 {R110} 给 出 的 32 种 点 群 
之 一 ， 此 处 ，i= 1 到 h。 因此， 为 了 将 空间 群 的 基本 对 称 操作 表 
示 出 来 ， 我 们 所 需要 的 除了 那些 非常 沈 琐 的 T 群 平移 操作 之 外 ,只 
需要 h 个 操作 。 至 于 弃 间 群 的 其 余 对 称 操作 ， 都 可 以 由 这 有 个 操作 
和 7 群 的 平移 操作 相 乘 得 到 。 这 样 一 来 ， 当 我 们 乔 清 楚 空 间 群 的 
点 群 操作 之 后 ， 也 就 知道 了 RR 是 什么 ， 剩 下 来 还 需要 弄 清 楚 的 就 
只 是 那些 与 此 相对 应 的 分 数 平移 了 。 这 方面 的 许多 例子 ， 我 们 将 
在 下 一 节 讨 论 . 

描述 空间 群 的 另 一 个 非常 有 用 的 方法 是 用 一 般 等 效 位 置 。 这 
些 等 效 位 置 是 从 一 个 一 般 起 始点 (x，y，2) 出 发 ， 用 个 对 称 操 
作 {R&|T} 作 用 于 它 而 得 到 的 。( 为 了 符合 一 般 实际 的 做 法 ， 我 们 
在 这 里 去 掉 了 脚 标 . ) 于 是 ， 一 般 等 效 点 系 由 四 个 位 置 组 成 ， 空 间 
群 的 任何 一 个 基本 或 非 基 本 对 称 操作 对 这 一 组 位 置 进行 操作 ， 将 
不 会 再 产生 新 的 位 置 。 当 然 ， 我 们 总 可 以 应 用 平移 对 称 操作 ， 把 
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这 8 个 位 置 集 拢 到 某 个 方便 的 原点 周围 . 

我 们 应 该 注意 ， 在 国际 表 中 ， 如 果 布 拉 菲 点 阵 是 初 基 的 ， 底 
心 或 体 心 的 ， 按 六 角 轴 了 到 蓉 形 的 ， 或 者 面 心 的， 我 们 就 会 发 现 所 
给 出 的 一 般 等 效 位 置 数目 依次 是 h、2h、3h 或 44. 这 是 因为， 在 
国际 表 中 使 用 的 是 惯用 的 复式 初 基 单 胞 。 (附录 3 给 出 了 这 些 单 
胞 的 图 示 .) 但 是 ， 我 们 不 要 忘记 更 基本 之 点 ， 在 任何 点 阵 的 初 基 
单 胞 中 ， 仅 只 有 1 个 一 般 等 效 位 置 ， 它 们 对 应 于 8 个 对 称 操作 {| 
T}. 

我 们 还 应 该 注意 ， 只 要 给 出 点 阵 类 型 (P、C、F 玉 、1) 和 一 组 
h 个 一 般 等 效 位 置 ， 我 们 就 可 以 完全 描述 空间 群 。 这 里 ， 有 个 一 般 
等 效 位 置 使 我 们 知道 了 CG/T7 的 全 部 对 称 操 作 ， 从 而 知道 了 晶 系 等 
等 ， 而 点 阵 类 型 使 我 们 知道 了 了 的 全 部 对 称 操 作 。 


5-5 空间 群 


我 们 现在 可 以 用 讨论 过 的 对 称 操作 来 讨论 空间 群 了 .要 做 到 
这 一 所 有 许多 种 方法 ， 或 者 画 出 适当 的 空间 群 俯视 图， 或 者 用 数 
学 方法 。 我 们 要 采用 的 方法 就 包括 这 两 种 ， 其 实 我 们 将 看 到 ， 采 


用 前 几 章 讨论 过 的 矩阵 算 符 ， 就 可 以 阐明 取 自 国际 表 的 空间 群 俯 


视图 ， 我 们 必须 给 以 解释 的 主要 有 两 点 ， 一 个 是 一 般 等 效 位 置 的 
坐标 ， 另 一 个 是 相对 于 特定 原点 的 全 部 对 称 元 素 及 其 位 置 ， 包 括 


基本 的 和 非 基 本 的 。 我 们 将 要 看 到 ， 所 有 这 些 只 从 空间 群 的 国际 


符号 就 都 能 得 到 。 方 法 是 ， 首 先 考虑 在 上 一 节 中 已 经 讨论 过 的 空 

间 群 的 点 群 ， 确 定 基本 对 称 操作 的 数目 h4。 由 此 ， 我 们 自 然 也 知 

道 了 初 基 单 胞 中 的 一 般 等 效 位 置 的 数目 。 (但 必须 注 意 ， 由 于 国 

际 表 采 用 了 布 拉 辈 惯用 单 胞 ， 因 而 此 种 单 胞 与 初 基 单 胞 相 比 ， 其 

中 一 般 等 效 位 置 的 数 且 按 一 定 的 倍数 增多 了 .。) 如 果 这 样 做 了 ， 然 

后 ， 我 们 就 从 所 给 的 空间 群 例子 中 挑 出 某 些 特 征 ， 并 试 着 用 给 阵 
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算 符 的 方法 来 解释 它们 。 我 们 将 要 看 到 ， 只 要 利用 赛 效 算 符 和 附 
录 1 中 的 和 矩阵， 就 能 确定 一 般 等 效 位 置 的 全 部 坐标 ， 并 且 在 这 样 
做 的 过 程 中 ， 还 能 找 出 在 空间 群 符号 中 所 没有 的 其 它 对 称 元 素 以 
及 它们 的 位 置 。 所 有 这 些 也 都 可 以 通过 纯粹 的 作 图 法 完成 ， 这 正 
是 大 多 数 结晶 学 家 推导 某 个 具体 的 空间 群 时 所 用 的 方法 。 但 我 们 
认为 用 某 种 数学 公式 进行 推导 , 同样 是 很 有 用 的 方法 。 这 种 方法 
的 好 处 就 在 于 ， 它 使 推导 空间 群 的 过 程 更 主动 更 精确 ， 并 且 常 党 
对 各 种 对 称 操作 之 间 的 关系 能 给 出 更 深入 的 了 解 。 在 这 一 节 中 ， 
我 们 不 打算 做 空间 群 的 实际 推导 。 在 5-6 节 中 ， 我们 将 介绍 费 德 
罗 夫 和 能 夫 利 斯 是 如 何 推导 空间 群 的 。 不 过 ， 我 们 也 不 打算 去 重 
复 这 种 推导 ， 而 是 选 几 个 有 代表 性 的 空间 群 的 例子 ， 每 -个 例 于 
都 有 我 们 认为 值得 详细 讨论 的 某 些 特征 。 在 读 了 那 一 节 之 后 ， 只 
要 给 出 空间 群 的 国际 符号 。 读 者 应 能 推导 出 任何 一 种 空间 群 的 全 
部 一 般 等 效 位 置 和 对 称 元 素 ， 令 人 惊异 的 是 ， 一 个 简单 的 符号 就 
可 以 充分 描述 空间 群 的 全 部 特征 , 这 正 是 特别 突出 的 成 功 之 处 。 
在 另 一 方面 ， 空 间 群 的 能 夫 利 斯 符号 则 由 熊 夫 利 斯 点 群 符号 和 一 
系列 角 标 数字 所 组 成 。 这 种 角 标 只 能 反映 一 种 空间 群 不 同 于 其 它 
空间 群 ， 而 且 , 角 标 数字 是 任意 的 ,所 以 不 能 由 它 导 出 全 部 对 称 元 
过 和 一 般 等 效 位 置 。 尽 管 如 此 ， 空 间 群 的 能 夫 利 斯 符号 还 是 有 用 
的 ， 因 为 它 使 我 们 一 腿 就 能 看 出 空间 群 的 点 群 。 并 且 它 与 参考 轴 
的 选取 方法 无 关 。 至 于 国际 符号 , 为 了 从 空间 群 确定 出 点 群 ， 如 
果 其 中 有 非 点 式 对 称 元 素 ， 只 要 用 对 应 等 效 的 点 式 对 称 元 素来 代 
替 即 可 ， 即 全 部 螺旋 轴 用 真 旋 转 代 奉 ， 全 部 滑 移 面 用 镜面 代替 。 
在 讨论 空间 群 的 具体 例子 之 前 ， 再 稍为 谈 一 下 国际 符号 是 有 
好 处 的 ， 在 5-1 节 中 ， 我 们 已 经 对 这 个 问题 作 了 一 些 讨论 ， 概括 
地 说 就 是 ， 空 间 群 符号 总 是 由 两 部 分 组 成 ， 一 是 玫 示 布 拉 菲 点 阵 
AP, AL B,C, 1 上、 人 ， 其 次 是 字母 右面 的 一 个 或 几 个 
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对 称 性 符号 ,例如 ，Pnms 和 P21/c 是 属于 不 同 晶 系 的 两 种 空间 群 
[它们 的 点 群 分 别 是 mmm(Dsn) 和 2/m(C。n)]3， 但 二 者 有 相同 的 初 
基点 阵 。 在 国际 表 中 列 出 了 标准 的 空间 群 符号 。 然 而 ， 在 国际 符 
号 中 ， 正 如 点 群 符号 由 于 选取 的 参考 轴 不 同 而 不 同一 样 ， 空 间 群 
符号 也 是 如 此 。 因 此 ， 国 际 表 中 所 采用 的 标准 形式 只 不 过 是 为 了 
方便 ， 明 确 地 说 就 是 : “规定 空间 群 的 特定 取向 作为 标准 取向 ,并 
没有 法 定 的 意义 .” 我 们 可 以 提出 许多 理由 ， 说 明 一 定 的 晶体 结构 
需要 有 非 你 准 的 空间 群 符号 。 例如， 很 容易 证 明 ， 当 涉及 另 一 种 
晶 形 ， 比 如 高 温 相 时 ， 如 果 采 用 非 标准 的 参考 轴 取 向 ， 我 们 就 能 
更 形象 地 想象 出 此 种 特定 的 晶体 结构 ， 

最 后 ， 还 有 一 点 要 提请 注意 ， 根 据 定义 ， 空 间 群 总 是 包括 有 
无 限 多 个 平移 操作 {11t,}。 正 因为 如 此 ， 我 们 有 时 就 不 再 去 注意 
这 些 平移 操作 ， 而 将 注意 力 集中 于 另外 h 个 对称 操作 。 但 请 记 住 ， 
这 种 平移 对 称 性 始终 是 存在 的 。 

5-5a 三 斜 晶 系 ”我 们 已 经 知道 ,三 斜 晶 系 只 有 一 种 独立 的 空 
间 点 阵 ， 即 初 基 点 阵 P。 而且， 如 在 5-2 节 中 所 讨论 的 , 因为 这 种 
唱 系 只 有 两 种 点 群 1(C:) 和 I(C,)， 所 以 只 可 能 有 两 种 点 式 空间 
群 P1(C1) 和 PICC})、 又 由 于 反映 操作 和 2 次 或 2 次 以 上 旋转 操 
作 都 与 三 斜 晶 系 矛盾 ， 所 以 不 可 能 有 任何 螺旋 操作 或 滑 移 操作 。 
这 说 明 三 斜 晶 系 没 有 非 点 式 空间 群 。 

我 们 如 何 用 图 解 表示 这 两 种 空间 群 呢 ? 图 5-7 所 示 是 国际 表 
中 关于 空间 群 P1(C1) 的 俯视 图 。 与 5-2 节 中 简短 讨论 过 的 例子 方 
法 相同 ， 我 们 在 这 里 也 并 排 画 出 了 两 个 单 胞 。 如 前 所 述 ， 在 左边 
的 单 胞 上 表 出 的 是 对 称 元 素 对 一 般 点 (x,y,z) 的 作用 结果 ， 和 往 
常 一 样 ， 点 (x,y,z) 用 圆圈 代表 ， 而 在 右边 的 单 胞 上 表 出 的 是 对 
称 元 素 。 尽 管 这 是 一 个 非常 简单 的 例子 ， 但 它 仍然 给 出 了 某 些 特 
征 。 现 在 ， 我 们 来 看 右边 的 单 胞 。 由 于 已 1 的 点 群 是 1(C,)， 所 以 
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图 5-7 空间 群 P1(Ci) 图 示 ， 


空间 群 完全 由 恒 颖 操作 1(E) 和 初 基点 阵 平移 {11t%} 决 定 .但 1(&) 
没有 专用 的 图 示 符 号 ,因而 加 出 的 只 是 单 胞 的 轮廓 线 。 需 要 指出 ， 
为 了 强调 空间 群 是 三 父 的 ， 我 们 故意 用 非 正 交 轴 来 画 单 胞 。 在 左 
边 的 单 胞 中 ， 一 般 点 被 画 在 单 胞 左上 方 ， 并 且 “+ SRNR 
面 之 上 。 将 恒 等 操作 作用 于 这 个 一 般 点 ， 它 原 地 不 动 。 再 对 它 作 
初 基 平 移 操 作 ， 于 是 通过 a、b 和 a + 方向 的 单位 平移 ， 导 出 一 些 
相关 的 其 它 点 。 很 明显 ， 这 些 点 属于 各 个 近邻 单 胞 。 于 是 ， 每 个 
单 胞 具有 一 个 一 般 等 效 位 置 ， 与 点 群 的 阶 一 致 。 我 们 如 果 回 顾 一 
下 方程 (5-4)， 就 可 以 写 出 


1 0 0 
{i/O}r=| 0 1 0 


0 0 1 (5-10) 

因此 ， 对 一 般 点 (x,y,z) 作 和 恒 等 操 作 ， 得 到 的 还 是 点 (xX,y,z)， 这 

样 做 ， 似 乎 把 一 个 实际 上 并 不 复杂 的 问题 搞 复杂 了 。 但 是 ， 当 我 
们 进一步 讨论 比较 复杂 的 空间 群 时 ， 就 会 对 这 种 方法 有 所 体会 。 

图 5-8 所 示 是 第 二 种 三 斜 空间 群 Pi(C)). 这 种 空间 群 的 点 群 

是 1(Ci)， 由 于 它 有 两 个 对 称 操作 LE) 和 1(i)， 所 以 , 完全 确定 

这 种 空间 群 需要 两 个 对 称 操 作 。 在 右边 的 单 胞 中 ， 用 小 圆圈 表示 

出 对 称 元 素 工 。 习 惯 上 我 们 是 把 反 演 对 称 元 素 取 在 单 胞 的 原点 

上 ， 而 由 于 有 这 种 反 演 中 心 ， 就 使 得 为 确定 单 胞 中 电子 密度 分 布 
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图 5-8 SMRPICC DARE. 


所 需要 的 资料 减少 一 半 ， 每 半 个 单 胞 都 由 1 ) 操作 与 另 半 个 单 胞 
对 称 相 关 。 这 种 情况 在 衍射 研究 中 特别 重要 ， 因 为 它 简 化 了 各 个 
散射 波 之 间 的 位 相关 系 ( 关 于 这 个 问题 的 初步 讨论 ， 可 参看 X 射 
线 结晶 学 教科 书 ， 如 Bragg，jJames, 或 者 Lipson and Cochran 
所 写 的 书 )。 读者 将 会 看 到 ， 由 于 在 单 胞 原点 上 有 反 演 中 心 ， 那 
么 ， 根 据 平 移 不 变性 ， 所 有 单 胞 的 原点 上 也 都 有 反 演 中 心 ， 而 
且 ， 在 单 胞 棱 边 中 点 、 夯 心 和 体 心 上 ， 都 出 现 了 新 的 反 演 中 心 。 
请 读者 参阅 左边 的 图 ， 就 可 以 对 此 有 更 好 的 理解 ， 于 是 ， AC, 
y,2) 用 {110} 操 作 得 到 新 的 等 效 点 是 ， 
~1 0 0 ,f x 

0 -1 0 | | 5 |- 

0 0-1 2 j (5-11) 
从 这 个 结果 我 们 看 到 ，(0, 0, 0) 位 置 的 I 操作 把 一 般 点 (x，y，2z) 
变换 到 (一 xX， 一 y， -2), 形成 一 个 对 形 点 。 通过 单位 平移 ， 同 样 
的 左右 对 形 点 也 出 现在 图 中 其 它 地 方 。 由 此 得 到 的 结果 是 每 单 胞 
有 两 个 一 般 等 效 位 置 (等 于 空间 群 点 群 的 对 称 操作 数目 )， 现 在 ， 
我 们 从 图 上 还 看 到 两 个 点 (Xx，?y，z) 与 (- x，1- y，-z) 相 对 于 


-xX 
~Y 
一 之 | 


{1l0}r = 


(0, 4, 0) 位 置 的 新 反 演 中 心 有 对 称 关系 。 而 这 些 以 及 另外 一 
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些 反 演 中 心 ， 都 是 由 原点 的 对 称 性 与 点 阵 的 平移 对 称 性 组 合 而 导 
出 的 。 当 然 ， 根 据 b 方 向 的 平移 对 称 性 ， 点 〈(-x，1-y，=- 2) 与 


点 (- x) -y 一 2) 等 效 , 为 了 用 (0，>，0) 位 置 的 反 演 中 心 


将 两 个 一 般 点 联系 起 来 ， 我 们 可 以 写 出 一 个 与 方程 (5-11) 类 似 的 
EER. 做 出 这 一 点 之 后 ， 再 加 上 一 个 使 对 称 元 素 原点 移动 的 平 
移 矢 量 。 于 是 ， 得 出 表达 式 是 ， 

X 

Sbe] 

| 2 -z 


{Tl27 (o0, T r=] 
(5-12) 


由 此 ， 我 们 可 以 看 出 ， 为 了 将 这 两 个 位 置 联系 起 来 ， 我 们 必须 加 
上 一 个 矢量 ， 它 等 于 对 称 元 素 的 原点 移动 距离 的 两 倍 ， 其 实 ， 这 
只 不 过 是 这 一 事实 的 结果 ， 即 反 演 中 心 必定 在 由 它 联系 的 两 点 之 
间 中 点 上 。 这 种 一 般 规律 同样 也 可 以 用 于 2 次 旋转 操作 和 镜面 操 
作 ， 但 对 另外 一 些 对 称 操作 情况 则 更 复杂 些 ， 

5-50 单 斜 晶 系 ” 单 斜 晶 系 有 两 种 独立 的 空间 点 阵 了 了 和 8( 第 
一 种 定向 ) 或 C( 第 二 种 定向 )， 有 三 种 点 群 2、m 和 2/m(C2、Cs 和 
Czn)。 如 5-2 节 所 讨论 的 ， 这 说 明 这 种 晶 系 有 2x3=6 种 点 式 空 
间 群 ， 即 P2、B2、Pm、 Bm, P2/m, B2/m(Ci, Ci} CI、C3、 
C3n、C2&n)。 由 于 这 种 晶 系 含有 对 称 操 作 2 和 mm*, 这 意味 着 可 能 产 
‘ESA BHAI BMS. CEB RARE. 轴 疝 滑 移 和 
对 角 线 滑 移 都 是 允许 的 。 但 是 ， 如 果 我 们 重新 规定 单 胞 的 取向 ， 
就 会 发 现 它们 是 等 价 的 .) 对 于 这 里 的 讨论 ， 我 们 用 镜面 垂直 于 < 
轴 的 “第 一 种 定向 >。 因此 ， 轴 疝 滑 移 平 面 也 一 定 垂 直 于 c 轴 ,从 而 
只 导出 c 滑 移 和 2 滑 移 。 然 而 ， 由 于 a 轴 和 b 轴 是 任意 选 定 的 ， 所 以 


0 
1 
0 


0 
0 -1 9 
0 一 ] 


”具有 一 种 独立 的 滑 移 方向 。 RNR ZEMA cH BRM 
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变 成 了 ! 滑 移 。 在 国际 表 中 ， 作为 规则 是 称 它 为 上 滑 移 (在 第 二 种 
定向 中 是 c 滑 移 )。 于 是 ， 具 有 螺旋 轴 和 滑 移 面 的 可 能 的 空间 群 就 
fi P2,, B2,, Pb, Bb, P2,/m, B2,/m, P2/b, B2/b, P2,/b, 
B2,/6。 不 过 ， 我 们 将 看 到 ， 在 这 些 空间 群 中 有 些 是 等 价 的 。 

在 我 们 比较 详细 地 讨论 单 斜 晶 系 空间 群 的 某 些 例子 之 前 ， 还 
要 先 谈 一 谈 使 用 的 空间 群 符号 ， 我 们 已 经 选用 的 这 些 符号 被 称 为 
标准 的 简 梧 符号 ， 其 中 已 经 含有 确定 空间 群 的 足够 资料 。 有 时 我 
们 也 使 用 完全 符号 , 这 些 符 号 的 形式 都 是 厂 …, KPO RRR 
MSP, A, B,C, I, F, RRA SEAS OLE. 
例如 在 单 斜 和 正 交 晶 系 中 ， 这 些 位 置 依次 与 a3、b、c 轴 方向 对 应 。 
因此 ， 平行 于 a 的 2 次 轴 应 当 在 第 一 个 位 置 用 数字 “2 表示， 垂直 
于 e 的 滑 移 面 应 当 在 第 三 个 位 置 用 “a” 表示 ， 等 等 。 在 单 斜 晶 系 
中 , “第 一 种 定向 ”是 规定 2 或 2, 轴 平行 于 c，? 面 或 ! 滑 移 面 垂直 于 
c。 例 如 , 按 这 样 的 规定 , P2 的 完全 符号 应 当 是 P112, 它 表示 在 a 和 
b 方 向 有 1 次 对 称 轴 ，c 方 向 有 2 次 轴 。 同样 ， 空间 群 P21/6 的 完 
全 符号 应 当 是 P1121/5。 由 此 看 出 ， 为 什么 在 单 斜 晶 系 中 通常 不 
用 完全 符号 ,因为 这 种 符号 没有 给 出 我 们 还 不 知道 的 资料 。 但 是 ， 
在 正 交易 系 中 完全 符号 常常 是 必须 的 附录 7 中 列 出 了 全 部 空间 
群 的 简略 符号 和 完全 符号 . 

我 们 准备 举 三 种 空间 群 作为 例子 ， 每 一 种 对 应 于 单 斜 晶 系 的 
一 种 点 群 。 每 一 个 例子 都 将 说 明 一 定 的 问题 ， 这 些 也 可 以 很 容易 
地 用 于 其 它 没有 举 出 的 单 斜 空间 群 。 我 们 选 的 这 三 种 空间 群 是 
B2. Bb. P2,/b. 

(1)B2C(C3)， 在 国际 表 中 是 第 5 号 空间 群 。 现 在 我 们 来 看 图 
5-9a, 这 是 按 一 般 取向 画 出 的 此 种 空间 群 的 单 胞 。 其 中 c 轴 没有 面 
出 ， 它 是 从 纸 面向 外 与 4 和 b 轴 垂直 。 如 果 去 掉 全 部 平移 ， 我 们 就 
得 到 82 的 点 群 2(Cz)。 在 这 种 点 群 中 ， 共有 两 个 对 称 操作 1 和 2 
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(b) C2(C3) 


| 图 5-9 空间 群 的 俯视 图 ， 

(和 C2)， 从 而 ， 由 这 两 个 对 称 操作 和 和 初 基 点 阵 平移 就 完全 确定 
了 此 种 空间 群 。 不 过 ,由 于 在 国际 表 中 未 用 的 是 布 拉 菲 局 用 单 胞 ， 
所 以 我 们 在 确定 一 般 等 效 位 置 时 需要 注意 到 这 一 点 。 因 此， 在 如 
心 单 胞 中 ,相对 于 原 所 (0，0，0) 的 每 个 点 都 被 重复 到 相对 于 阵 点 


or 0, Mi. 这 说 明 ， 此 种 空间 群 的 等 效 位 置 数目 是 点 群 对 


称 操 作 数 目的 两 倍 , 即 共有 四 个 等 效 位 置 。 回 顾 一 下 方程 (5- 4), 
由 于 只 考虑 2 次 操作 ， 所 以 T 等 于 零 。 TÆ, 将 这 个 2 次 轴 作 用 


-1 0 0 x -X 
{2[001]10}r = 0-1 0| y l=} -y 
0 0 1 3L2 2 (5-13) 


FH, AC, Y, 2) PER RBC - x, —~y, 2), RIA 5-9(a) 中 左 
图 所 示 。 现 在 ， 再 用 这 两 个 等 效 点 加 上 平移 (1/2，0，1/2), 我 们 
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台 双 导出 两 个 新 起 ( 1 + v 二 +) 和 (1 -zw -», Laa). 


这 两 个 点 也 标 在 图 5-9(a) 的 左 图 上 。 然 而， 在 这 种 空间 群 中 还 出 
现 另 外 一 些 对 称 操作 。 例 如 ， 我 们 来 考察 两 个 点 (x，y，2) 和 


(b-a, =y, shez). 一 般 情况 下 ， 我 们 总 可 以 说 这 两 个 点 之 
间 有 某 种 对 称 操作 {RIT} 使 它们 发 生 联 系 。 因 此 ， RITUS 


成 
i E i 
2 T7 x 0 2 
-y 1=| -y |+| 0 [+] 0 
1 1 
_ 十 之 o 
2 2 
(5-14) 


式 中 最 后 两 个 矢量 使 我 们 想到 非 点 式 操 作 的 平移 。 等 式 右 边 第 一 
个 矢量 对 应 于 通过 单 胞 原点 作用 于 (x，y，2z) 点 的 2 次 轴 , 所 以 ， 
我 们 必须 考虑 此 种 空间 群 有 2 螺旋 轴 的 可 能 性 。 为 了 符合 单 斜 对 
称 性 (点 群 2)， 这 个 2, 轴 必定 沿 c 方 向 ， 因 此 ， 它 的 平移 矢量 应 当 
是 方程 (5~14) 右边 的 第 二 个 矢量 。 最 后 我 们 又 看 出 ， 方 EAW 
的 第 三 个 矢量 是 这 个 螺旋 轴 的 原点 发 生 移动 而 产生 的 。 由 于 螺旋 


轴 必 定 在 点 (xz，》，2) 和 点 (L-z, -y D+2) 之 间 的 中 点 


上 ， 所 以 ， 队 加 的 平移 矢量 (十 ，0，0) 是 由 通过 二 (了 ，0，0) 


=(2, 0, 0) 点 的 2: 轴 产生 的 。 这 个 螺旋 轴 以 及 其 它 螺旋 轴 都 已 


在 图 5-9a 中 右 图 上 标 出 于是， 我 们 看 到 空间 群 B2 含有 非 点 式 

操作 。 然 而 ， 这 种 空间 群 仍然 是 点 式 空间 群 ， 因 为 我 们 只 用 点 式 

操作 就 可 以 完全 确定 这 种 空间 群 。 在 这 里 ， 螺 旋 轴 并 不 是 基本 对 
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RER, CRETAE? (C2) 和 平移 对 称 性 的 组 合 。 当然 ， 如 
果 我 们 愿意 的 话 ， 完 全 可 以 随意 地 把 这 种 空间 群 称 为 B2, 而 不 叫 
52， 在 这 种 情况 下 ， 2 次 轴 就 应 该 是 非 基 本 对 称 元 素 。 尽 管 两 
种 符号 都 可 以 ,但 习惯 上 还 是 用 B 2， 它 的 优点 就 在 于 能 揭示 此 
种 空间 群 是 点 式 空间 群 。 因 此 ， 点 群 为 2 (Cs:) 的 晶体 可 能 属于 
| P2(C3)、P2.(C 1)、B2 或 C2(C35) 

这 三 种 空间 群 中 的 一 种 。 图 5-9b 所 示 是 空间 群 C2 的 图 示 (第 二 种 
定 问 )。 

(2) Bb(C:)，。 在 国际 表 中 是 第 9 号 空间 群 。 因 为 滑 移 面 的 
平移 部 分 被 去 掉 之 后 得 到 的 是 对 称 面 ， 所 以 ， 具 有 这 种 空间 群 的 
晶体 属于 点 群 m(C。 或 Cin)。 点 群 m(Cin) 有 两 个 对 称 操 作 ，1 Alm 
(E 和 os)。 如 果 将 这 两 个 对 称 操作 与 B 心 组 合 ， 我 们 预期 得 到 由 
个 一 般 等 效 位 置 。 图 5-10a 所 示 是 这 种 空间 群 的 俯视 图 . 与 前 
相同 , 把 b 滑 移 作用 于 一 般 点 C(x，y，2z)，, 我 们 得 到 一 个 新 点 


| 4 iQ Or 740 O+ 


(b) CC CL) 
图 5-10 = ji (fF AY 0 E 
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(x, 5 + Vy -2), 再 作 8 心平 移 ， 我 们 又 得 到 总 (+ +X, Y, 


二 +2) 和 点 (S+e Sey, 二 -2)。 这 些 就 是 这 种 空间 群 的 
四 个 -一 般 等 效 位 置 。 然 而 ， 我 们 还 能 找到 其 它 对 称 操作 。 例 如 ， 
我 们 来 考察 两 个 点 (x，y，z) 和 (Tta = +y, 1-2) 之 则 

的 关系 。 如 上 所 述 ， 我 们 可 以 将 后 一 个 点 中 的 一 些 平移 分 开 ， 


| i | ` 
| x 2i OO x] 2 | | 0 0 
R y tts bay 四 y pi 0 7 Li, 0 
2 o _ 2 
1 Pd ! at td 
z) hajj [aj io 2 


(5-15) 
AP AWA TRABHREEA TO y, DW RRA, 所 以 
我 们 应 该 想到 可 能 存在 滑 移 对 称 元 素 。 第 二 和 第 三 个 矢量 同时 对 
应 于 沿 a 方 向 和 沿 b 方 向 的 滑 移 ， 这 等 效 于 与 c 方 向 牌 直 的 n 滑 移 ， 
再 根据 方程 《5~15〉 考 察 一 下 第 四 个 矢量， 我 们 就 可 以 严格 确定 
这 个 面 的 位 置 。 这 个 矢量 值 代表 任何 一 个 一 般 点 经 4 R 
反映 之 后 沿 c 轴 方 加 的 分 位 移 。 于 是 ， 这 个 镜面 一 定 在 有 ARK 


系 的 两 点 之 间 的 中 点 处 ， 所 以 第 四 个 矢量 (0 0, +) 之 半 给 出 


它 的 位 置 ， 因 此 ，? 滑 移 面 通过 (0, 0, +) Wa 5-10(a) 中 
右 图 所 示 。 当然， 空间 群 8 也 可 以 用 Bn 标记 。 我 们 完全 可 以 从 
通过 原点 并 且 秋 直 于 c 的 * 滑 移 面 出 发 ， 然 后 导出 滑 移 ,这 时 的 
滑 移 则 通过 (0，0， 寺 ) 点 ,使 用 符号 86 并 把 原点 取 在 6 滑 移 面 
上 ,这 只 是 通常 的 习惯 。 图 5-10 (8) 所 示 是 第 二 种 定向 的 空间 群 ，- 
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好 Ce 的 图 示 ， 用 同样 方法 对 具有 点 群 m〈Cin 或 C,) 的 所 有 可 能 
的 空间 群 进行 讨论 ， 我 们 得 出 独立 的 空间 群 有 ;Pm(C!)、 
Pb(C?), BmCC®)#Bo(C4). 

(3) P2,/b(Con), EARME PERG ZARE. 这 是 一 种 非 
种 重要 的 空间 群 ， 特 别 是 对 有 机 品 体 。 研 究 一 下 有 关 文 献 就 可 以 
看 出 ， 它 是 有 机 晶体 中 最 常 遇 到 的 最 普通 的 空 间 群 。( 现 在 还 不 
清楚 是 否 实际 情况 如 此 ， 还 是 由 于 许多 人 不 愿意 研究 其 它 空 间 群 
的 晶体 ! ) 这 种 空间 群 的 点 群 是 2/r(KCxn)， 它 的 四 个 基本 对 称 操 
El, 20001], mlo01], IE, Ca, on. i). Ak, 我 们 可 以 
预期 ， 它 一 定 有 四 个 一 般 等 效 位 置 . 

图 5-11a 给 出 这 种 空间 群 的 俯视 图 。 现 在 ， 我 们 从 通 过 原点 
的 2, 轴 和 68 滑 移 面 出 发 。2, 轴 对 点 (x，»y，2z) 作用 产生 一 个 新 点 


(=x, -y, 记 +z),b 滑 移 面 又 把 这 两 个 点 分 别 变换 到 (x, H+ 


yz) m|- L-ygh-z) 按照 以 前 对 其 它 空间 群 用 
过 的 方法 ， 即 ， 或 者 参考 所 给 的 俯视 图 ， 或 者 用 第 一 章 的 矩阵 ， 
我 们 就 可 以 给 出 这 些 结果 的 证 明 。 现 在 ， 我 们 来 考察 互 为 对 形 的 
两 点 (x，y，2) 和 (-x, L- y,2 2). 有 关 这 两 个 点 的 对 
称 操作 由 


Xx 一 区 ‘~* /9 

R| y +T= | =y = ~ 
(5-16) 

z tz z] jt 

2 2 


给 出 。 可 以 看 出 六 是 一 个 反 演 算 符 ， 反 演 中 心 一 定 在 由 它 联 系 的 


两 点 之 间 的 中 点 上 ， 即 在 1 (0 上，})= (0, 1 ， 二 位 置 。 这 种 
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反 演 中 心 的 存在 正 是 垂直 于 b 滑 移 面 有 一 个 2, 轴 的 直接 结果 。 这 
是 不 奇怪 的 ， 因 为 我 们 知道 ， 去 掉 非 点 式 平移 之 后 ，2. 轴 变 成 2 
(C2)，b 变 成 mC(o)， 这 种 空间 群 的 点 群 就 是 2/m(C2n)。 我 们 已 
经 指出 ，2/m 是 一 个 中 心 对 称 点 群 ， 所 以 我 们 预料 具有 这 种 点 群 
的 任何 一 种 空间 群 也 是 中 心 对 称 的 ， 

为 了 方便 起 见 , 我 们 通 第 是 把 反 演 中 心 放 在 单 胞 原点 上 (人 参阅 
5-5a 攻 的 说 明 )。 图 5-11b 所 示 是 国际 表 的 锁 用 表示 法 ， 这 时 螺旋 


轴 沿 b 移 动 了 工 ， 而 0 滑 移 面 通过 ( 0，0， 工 ) 点 。 这 样 改变 原点 之 
后 ， 得 到 的 四 个 一 般 等 效 位 置 坐标 是 ; 


'Ņ s 5 i H 3 4 9 


(x+y, 1.2), 《一 X， 一 yy —2), 
2 2 


图 5-11c 所 示 是 第 二 种 定向 时 这 种 空间 群 变 为 P2,/c(Cgx) 的 
俯视 图 ， 其 中 工 在 原点 上 .需要 注意 的 是 ， 虽 然 取 向 不 同时 国际 
符号 也 不 同 ， 但 熊 夫 利 斯 符号 还 是 相同 的 。 我们 已 经 说 过 ， 有 机 
分 子 特别 是 板 状 芳香 族 分 子 ， 很 多 都 具有 此 种 空间 群 。 在 第 七 章 
中 我 们 将 要 讨论 它 的 一 个 例子 ， / 
5-5c EZER 这 种 晶 系 中 有 三 种 点 群 和 四 种 不 同 的 布 拉 
AEA. EE: 
2 2 2 (D,) 
mm2 (C) P., CORA, RB) Fy I. 
mmm Don) 
另外 ， 除 了 21 轴 之 外 ， 还 可 能 有 轴 向 滑 移 、 对 角 线 滑 移 和 金刚石 
滑 移 。 当 考虑 了 这 些 对 称 性 的 组 合 时 ， 应 考虑 到 某 些 组 合 可 能 是 
等 效 的 ， 我 们 得 出 ， 点 群 2 2 2(D,) 有 9 种 空间 群 ， 点 mm 
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(b) P2,/b (C25,) 
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(c) P21/C C} RAPLE, 1 


图 5~11 WRP /bmP2:/c hH R. 


(C,,) 有 21 种 空间 群 ,点 群 mmm(D;;) 有 28 种 空间 群 。 这 些 空间 群 
都 在 附录 7 中 列 出 ， 下 面 我 们 从 正 交易 系 中 举 出 三 个 例子 来 进行 
讨论 ， 其 中 每 一 种 空间 群 对 应 于 一 种 点 群 。 
(1) P212,2.CD)， 在 国际 表 中 是 第 19 号 空间 群 。 它 的 符 号 
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P212.21 表 示 点 阵 是 初 基 点 阵 ， 用 字母 P 表 示 ， 此 外 还 有 一 个 平行 
于 a 的 2, 轴 《用 号 后 面 第 一 个 位 置 的 2. 表 示 )， 一 个 平行 于 b 的 2;, 轴 
(用 第 二 个 位 置 的 2, 表 示 )， 一 个 平行 于 c 的 2, 轴 (用 第 三 个 位 置 的 
2 表示 )。 图 5-12 所 示 是 这 种 空间 群 的 俯视 图 . 

这 种 空间 群 的 点 群 是 222( 刀 2)， 有 四 个 操作 1、2[001]、2L010] 
和 2[100]CE&E、CoL001]、C2L010J 和 Cs,[1003)， 所 以 每 个 单 胞 有 
四 个 一 般 等 效 位 置 。 一 个 值得 注意 之 点 是 ， 这 种 空间 群 中 男 出 的 
三 个 螺旋 轴 互 不 相交 。 现 在 ， 我 们 来 考虑 这 些 操作 作用 于 一 般 点 
(x，y，2) 的 结果 。 和 首先 ， 考 虑 沿 E001] 方 向 的 2, 轴 。 假 定 它 通过 
单 胞 原点 ， 于 是 我 们 得 到 ， 


{2[001]1T(0， 0， 了 外， | 0 -1 0 | y |+| 0 | 
| 1 
0 0 H | 2 7 
— X% 
= -y 
1, 
2 (5-17) 


现在 ,如 果 我 们 让 2,5001] 操 作 通 过 点 (二 ，0，0), 如 图 5-12 所 示 ， 
那么 ， 因 为 2, 轴 一 定 在 与 其 相关 的 两 点 之 间 的 中 点 上 ， 所 以 ， 必 
须 在 坐标 上 再 加 上 平移 2( 工 ，0，0) = (二 ，0，0). 于 是 ， 这 个 一 


般 等 效 位 置 就 变 成 (十 x，-y， > + zj) 如 图 5-12 中 左 图 所 示 。 
我 们 可 以 把 同样 方法 用 于 其 它 螺旋 轴 ， 由 此 得 到 四 个 一 般 等 效 位 
B(x, Ys 2), (5-a, 一 Y, La), (z+ L- y,-z), 
(-x,t+y,4-2). : ~ 
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图 5-12 43 fal P21212. DD MHRA. 
从 一 开始 ， 读 者 可 能 就 会 感到 奇怪 ， 为 什么 这 三 个 螺旋 轴 不 
相交 呢 ? 为 什么 它们 都 互相 离开 二 个 单 胞 重复 周期 ? 为 什么 不 是 
3、 避 或 其 它 的 值 ? 让 我 们 来 考查 一 下 ， 如 果 任 何 两 个 互相 垂直 


的 螺旋 轴 彼 此 离开 */ 2 坐标 上 距离 ， 些 处 ?是 确定 值 ， 那 么 将 发 生 
什么 情况 。 例 如 ， 假 定 有 一 个 2.[100] 轴 道 过 单 胞 原点 ， 一 个 2: 
[010] 轴 通过 点 (0，0，?/2)。 由 于 2[010] 沿 c 方 阿 位 移 了 2#7/2, 所 
以 ， 除 了 正常 的 非 点 式 平移 (0,-。，0) 之 外 ， 它 还 包含 一 个 2 
《0，0，#/2) = T(0，0，+#) 的 平移 矢量 ， 因 为 它 是 在 与 其 相关 的 
两 点 之 间 的 中 点 上 。 现 在 ， 我 们 就 来 看 这 两 个 螺 讶 操作 之 积 对 位 
Fr 的 作用 。 对 此 ， 我 们 可 以 表示 如 下 ; 
{21:L100]}{2:C010]}r 


= {2C100I1r (+, 0,0)}{25010T (0, ,0) + T60,0,n)) 


= {2L100311( +40, 0)) (20010Ir +t (a, z n)) 


= {2[100]}{2[0103jr+ {201001} + (0,44) +t (4,0,0). 


4 y (5-18a) 
我 们 把 它 写 成 矩阵 形式 ， 得 
. TI。 


0 -1 0 : 0 0 y 
0 0-11, 0 0 -i | # 
1 0 0 | (0 - 
HO -1 0 |+ 0 
ps 
0 -1 
0 j | n | 0 ， (5-186) 
简化 得 
一 多 0 | + 
-y |+|) 0 + -> 
z -n 0 


(5-18c) 
这 里 ， 我 们 特意 把 结果 写成 这 样 的 三 部 分 ， 第 一 项 显然 是 对 应 于 
绕 c 轴 的 2 次 操作 ， 第 二 项 决定 这 个 操作 究竟 是 点 式 操作 还 是 非 点 
式 操作 。 很 明显 ， 如 果 我 们 希望 它 在 所 有 情况 下 都 是 对 称 操作 ， 
那么 ， 就 只 有 两 种 可 能 的 x 值 ， 如 果 n = 二 ， 导 出 的 操作 是 与 空 
间 群 P2124 2: 一致 的 2, [5001]。 所 以 ， 我 们 得 出 这 种 空间 群 的 头 
两 个 螺旋 轴 一 定 不 相交 ， 它 们 之 间 的 位 移 是 (地) (0, 0, 二 )= 
(0, 0, +). 另 一 个 情况 ， 如 果 w= 0， 这 时 就 有 两 个 相交 的 螺旋 
轴 ， 而 得 到 的 空间 群 是 P2,2,2。 需 要 指出 的 是 ， 在 这 两 种 空间 群 
中 ， 第 三 个 对 称 元 素 都 不 与 前 两 个 对 称 元 素 相交 。 这 一 点 可 以 从 
方程 (5-18c) 的 第 三 个 列 矩阵 看 出 ， 它 表示 的 是 第 三 个 对 称 元 素 
www. BP (H -二 0 )= (3 -+ 0). 对 于 P21212 
空间 群 ， 如 果 我 们 不 把 原点 取 在 两 个 螺旋 轴 交 点 上 ， 而 是 取 在 
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(- 4, 1, 0) 处 ， 那 么 ， 沿 6 方向 的 2 次 轴 所 通过 的 点 就 是 
1 1 \ 1 1 sty De. EY = 
(+ T7? 0) + ( ~ 7 4° 0 ) =€0, 0, 0). 4X BE HE 在 国际 表 


中 所 选用 的 原点 ， 如 图 5-13 所 示 ，。 


图 5-13 ”空间 群 P21212 (D3) 的 俯视 图 。 


同样 的 分 析 也 适用 于 把 P21.2.21 和 P24212 加 上 体 心 的 情况 .对 
于 前 者 ， 沿 a、b、c 方 向 产生 出 附加 的 2 次 轴 ( 见 图 5-14), 而 这 些 
2 次 轴 彼 此 也 不 相交 。 对 于 后 者 ， 漆 a 方向 和 和 b 方 向 得 到 彼此 相交 


1 1 
| 2- ta f fe } at, 
-oo rojo Pap ae 
7+0 |O- alter zoo- 1 s | , 4 
二 7 一 地 
k 1 : “— 6 —t 
1. FO Oz | 1 | 1 
FTO +. O t 4 = — 7 
2 1 { 41 { ıl 
4 4 4 


1212) 21 (D3) 
图 5-14 ”空间 群 12,2,21 (D8) 的 俯视 图 。 
的 2 次 轴 ， 沿 c 方 向 得 到 与 a、b 方 回 已 有 的 螺旋 轴 相 交 的 螺旋 轴 
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1222 (DÈ) 


图 5-15 空间 群 1222 (D3) 的 俯视 图 。 


令 人 惊异 的 是 ， 这 两 种 空间 群 似乎 可 以 用 同一 个 名 称 ，1222 
或 12,212,， 因 为 这 两 种 空间 群 都 有 三 个 互相 垂直 的 2 次 轴 和 三 个 
互相 垂直 的 2 螺旋 轴 。 它 们 之 间 的 区 别 则 在 于 2 x A E g 
(幸好 这 种 不 确定 性 除了 此 处 的 例子 之 外 ， 只 有 立方 空间 群 123 和 
12.3 还 有 这 种 情况 ). 实际 上 ， 如 果 2 次 轴 彼 此 相交 ， 那 就 是 点 式 
空间 群 ， 如 果 2 次 轴 不 相交 ， 那 就 是 非 点 式 空 间 群 . 

读者 可 能 会 认为 ， 图 5~14 的 空间 群 完 全 可 以 用 2 次 轴 描述， 
而 不 是 用 2 次 螺旋 轴 , 因而 它 应 当 是 点 式 空间 群 。 但 是 应 当 看 到 ， 
这 些 2 次 轴 是 互相 分 开 的 ， 因此 Ts0( 它 们 不 是 通常 的 螺旋 轴 ， 
因为 这 时 的 T 不 是 沿 2 次 轴 方 向 的 矢量 )。 

(2) Pna2,(C3.), ZEB 表 中 是 第 33 号 空间 群 。 和 以 前 的 
讨论 一 样 ， 我 们 可 以 指出 Prna2, 的 点 群 是 mm2(C。,)， 其 中 有 四 个 
对 称 操作 ， 即 1、2[001]、m[010] 和 mF100]CE、C。、o,[010] 和 
ou[100])。 因 此 ， 我 们 预期 它 有 四 个 一 般 等 效 位 置 。 现 在 ， 让 我 
们 来 分 别 讨论 空间 群 符号 中 每 一 个 位 置 的 对 称 元 素 。 n 滑 移 符号 
是 在 这 种 空间 群 符号 大 写字 母 已 之 后 第 一 个 位 置 ， 这 表示 反映 面 
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做 直 于 a， 因 此 ， 平 移 一 定 在 b 方 向 和 c 方 向 。 于 是 ， 把 这 个 " 清 移 
作用 于 一 HCL CX, My Z), 得 到 


~] 0 0 7 0 
fm £1001 (o 3, | 0 1 | |. + 
| 0 0 | 2 1 
12 
po 
= 4+) (5-19) 
E 
2 +2 


图 5-16 所 示 是 这 种 空间 群 的 俯视 图 ， 在 这 个 图 中 ，# 滑 移 面 是 取 
在 沿 [100] 方 向 的 ， 处， 因而 为 了 与 此 一 致 ， 我 们 必须 给 刚 得 到 
的 点 加 上 2( 4，0， o). 于 是 ， 这 个 一 般 等 效 位 置 就 变 成 (3 - 2, 
过 + 二 +z).9 滑 移 符号 是 在 这 种 空间 群 符号 的 第 二 个 位 置 ,这 
表示 它 的 反映 面 垂直 于 b。 因 此 ， 将 @ 滑 移 作用 于 一 般 点 (x，y， 
z), 得 到 - 


J 0 0 X 、 六 
fm ono, 中 -| 0 -1 0 > gg 
0 0 1 z 0 


青 作用 于 点 ( oe Pts + +2), 得 到 
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/1 0 0 E 一 X 1 
í 2 
{mCorolit(4., 0, 0) }r = 0-1 0 ; +y | +! 。 
(o 0 了 | $ +z 0 
2 J 
(5-21a) 
1 -x —% 
“| g T? JFL | (5-216) 
142) (44, 
2 2 


由 图 5-16 我 们 看 到 ，4 滑 移 面 滑 着 [010] 方 向 从 原点 移 开 了 十， 所 
以 ， 我 们 必须 在 刚刚 得 到 的 两 个 点 的 坐标 上 加 上 2(0， Z, 0) .由 
此 得 到 ( -十 x, 二 一， z ) 和 ( —% 一 Ys 5 +2). 现在 ， 我 们 
来 考察 (x，y， z) 和 (一 x - Vs 六 +z) 之 间 的 关系 。 我 们 可 以 


将 这 两 点 的 关系 表 为 


x -X~ r0 
els- fe] (5—22) 
z 2 2 
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于 是 , 我 们 看 到 的 是 一 个 通过 单 胞 原点 沿 [001] 方 向 的 2, 轴 。 这 就 
是 空间 群 符号 中 第 三 个 位 置 的 2, 轴 。 
(3) Fdqa(D2f), 在 国际 表 中 是 第 70 号 空间 群 。 它 的 点 群 是 
mmm Dan), BAM RBH, B1. 2£001],20010],2[100].1, 
mC0013, mL010] AI m[100] (E, C.[001], C.[010], C.[100],4, 
ct001].aL010].cL100])。 因 些 ， 有 八 个 一 般 等 效 位 置 。 对 于 这 
种 面 心 点 阵 ， 在 国际 表 中 是 使 用 惯用 的 复式 初 基 单 胞 。 因 此 ， 由 
空间 群 对 称 操作 产生 的 属于 初 基 单 胞 的 八 个 一 般 点 ， 还 必须 对 每 


-人吉 四 上 (0 32) (Le o Daf 证 o), aena 


属于 面 心 单 胞 的 4x 8 = 32 个 一 般 等 效 位 置 。 图 5-17 所 示 是 空间 群 
kddd 的 俯视 图 。 尽管 它们 看 上 去 复杂 ， 但 如 果 依 次 去 考查 每 一 


-人 


yt 
6 


Fddd (D4) 
图 5-17 2 il HF dad( D24) hh RA A. 
个 对 称 元 素 ， 实 际 上 并 不 复杂 。 在 这 里 ， 我 们 不 打算 讨论 所 有 的 
对 称 元 素 ， 而 是 只 讨论 某 些 特征 ， 首 先 ， 由 于 点 群 是 mmm( Dn), 
所 以 它 是 中 心 对 称 的 。 因 此 ， 在 ( 二， 万 ， 避 ) 处 找到 一 个 反 演 中 
心 ， 我 们 并 不 感到 意外 。 其次， 我们 来 考察 金刚 石 滑 移 ， 这 种 空 
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间 群 的 符号 告诉 我 们 ， 在 垂直 于 a、b、% 三 个 方向 上 都 有 金刚 石 
滑 移 面 , 因为 在 布 拉 菲 点 阵 符号 之 后 三 个 位 置 上 都 有 d。 现 在 ， 我 
们 取 垂 直 于 ¢ 的 金刚 石 滑 移 面 作为 一 个 例子 。 它 作用 于 一 般 点 (x， 
y，z) 的 结果 是 


| 
fmroo (+, 720 r 0 1 0 | y + 1 


0 
-1 
ne | 
= i +y e (5-23) 
这 表明 ， 图 5-17 中 标记 为 4 的 点 (x，y，2z)， 被 高 度 为 0 的 金刚 石 


滑 移 变换 到 点 (了 + x，- + ?，- z)， 如 果 我 们 希望 它 与 图 5-17 
一 致 ， 就 必须 把 这 个 滑 移 面 放 在 高 度 为 *. 的 地 方 ， 因 此 ， 我 们 要 


WER + x, 44s -z) 加 上 2 (0, 0， 。), 从 而 得 到 在 图 上 


标记 为 B 的 点 (了 +%， +y, i-z) FERNAN, RANE 
使 一 般 点 移 向 纸 面 外 并 移 向 右 下 方 。 这 种 滑 移 用 右上 方 的 图 示 符 
号 表示 ， 笛 头 玫 示 运动 的 一 般 方向 ， 符 号 旁边 的 数字 工 表示 滑 移 
面 的 高 度 。 需 要 指出 ， 从 图 上 还 看 到 另 一 个 金刚 石 滑 移 符 号 ， 其 
箭头 指向 左下 方 而 高 度 为 >。 我 们 可 能 已 经 想到 ， 这 第 二 个 金刚 


石 滑 移 面 实际 上 是 面 心 的 必然 结果 。 这 可 以 用 下 面 的 方法 证 明 。 
把 ac 面 心 的 坐标 加 到 一 般 点 (x，y，2) 上 ， 我 们 得 到 一 个 新 点 (x， 
a 124° 


Ys Z) 4( 0, 7)= (+ Ys 3 +2), FAC tric. 那么 ,这 
个 点 与 前 面 由 高 度 为 。 的 金刚 石 滑 移 操作 而 得 到 的 B 点 ( -+ + x, 


Fotos 二 ~ 直 又 是 什么 关系 呢 ? 我 们 可 以 把 这 个 关系 写成 


1  : ] 
+ ++ 
4” 2 * 
R 4 TY |t T= Y j (5-248) 
1 z 1 4, 
4 2 
还 可 以 再 写成 
x J x 1 
2 
R| y |+R 人 +t=| y +| 0 (5-246) 
1 
Hi Z. 
-7 4 7) | 24, 
于 是 ， 比 较 旋 转 项 ， 我 们 得 到 
i 0 0 
R= 0 1 Of, (5-24c) 
0 0-1 
1. 1 1 
S| {1 0 olf {T T (e 
1 1 1 
T= 一 -= {=| =- j=| 一 二 | 十 
o-o 1 ojj; ; ; 0 | 
zilo 0-1 2 3 | | 3 
| 4 4 4 
(5-24d) 


我 们 立即 看 出 ， 上 是 一 个 镜面 操作 mL001]。 因 此 ， 连 接 这 两 点 的 
操作 是 
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[mC001]IT (4, -了 ， o)}r+ (0, 0, 3). (5-25) 


第 一 项 正 是 图 5-17 所 示 空间 群 图 中 指向 左下 方 的 金刚 石 滑 移 ， 而 
矢量 T 使 我 们 知道 这 个 金刚 石 滑 移 沿 c 方 向 的 高 度 是 -2 (0,0, 3 )， 
即 8 。 因此， 这 个 滑 移 面 在 前 面 那个 滑 移 面 的 上 方 c/4 处 。 这 种 
滑 移 面 方向 相继 随 各 个 滑 移 面 交 蔡 变化 的 情况 ， 是 金刚 石 滑 移 的 
一 种 特征 ， 虽 然 我 们 已 经 指出 ， 这 种 特征 是 由 面 心 和 金刚 石 操作 
组 合 所 造成 ， 但 是 ， 我 们 同样 也 可 以 指出 ， 它 是 由 两 个 互相 秋 直 
的 金刚 石 滑 移 所 造成 。 这 是 因为 ， 这 样 两 个 滑 移 面 会 产生 面 心 、 
因此 ， 这 两 种 处 理 方法 都 是 正确 的 。 虽 然 指 出 这 样 一 点 是 有 意义 
的 ， 即 金刚 石 滑 移 只 在 正 交 、 四 方 和 立方 空间 群 中 出 现 ， 并 总 是 
SF ORI 心 有 关 ， 但 是 ， 要 事先 说 明 金刚 石 滑 移 可 能 出 现在 什 
么 地 方 却 是 困难 的 。 

最 后 指出 一 点 ， 这 三 种 金刚 石 滑 移 会 自动 产生 三 个 互相 垂直 
的 2 次 轴 ， 读 者 可 以 看 到 ， 在 这 种 空间 群 中 也 可 以 找到 它 的 点 群 
的 全 部 操作 。Fddd 的 完全 符号 是 F2/d2/d2/d， 这 表示 2 次 轴 是 
季 直 于 滑 移 面 的 。 这 个 符号 给 我 们 指出 一 个 想象 空间 群 Fddd 的 
另 一 种 方式 。 比如， 我 们 可 以 考虑 把 空间 群 上 222 加 上 反 演 中 d, 
结果 将 如 何 ? 如 果 这 个 反 演 中 心 放 在 与 三 个 2 次 轴 相 交点 重合 的 
单 胞 原点 上 ， 那 么 ， 就 得 到 空间 群 F2/m2/m2/m= Fmmm 如 
_ 果 反 演 中 心 是 放 在 距离 交 点 为 Cs p ib WA 就 得 到 
Fddd。 读者 应 当 能 够 证 明 这 一 点 ， 

5-5d DAAR 这 种 唱 系 有 七 种 点 群 和 两 种 布 拉 菲 点 隆 ， 

4(C4) 

4(34) 

4/m(Csn) 了 P 和 (或 者 ，a 轴 和 b 轴 绕 c 轴 转 
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422(D,) 45° RACHE) 

4mm (44) 

42m( Dog) 

4/mmm Din) 
把 七 种 点 和 群 与 两 种 布 拉 菲 点 阵 互 相 组 合 ， 并 考虑 到 非 点 式 操作 ， 
我 们 总 共 得 到 68 种 四 方 空间 群 。 下 面 ， 我 们 将 只 举 四 种 空间 群 作 
为 例子 ， 其 中 前 三 种 空间 群 属于 点 群 4(C4) , 

(1)P4.(C4)， 在 国际 表 中 是 第 75 号 空间 群 . 图 5-18 所 示 是 这 

种 空间 群 俯视 图 。 它 正好 就 是 把 图 5-4 中 4 图 加 上 平移 对 称 性 而 


1 O+ 


P41 (C3) 
图 5-18 空间 群 P41.(C2) 的 俯视 图 ， 


来 。 这 种 空间 群 的 点 群 是 4(C4)， 有 四 个 对 称 操作 1、4、2( = 42) 
和 4 入 (EE、Cs、Cz 和 Ci})， 所 以 在 单 胞 中 有 四 个 一 般 等 效 位 置 . 把 
{4[001J17C0,0,-4)} 连 续 地 作用 于 点 (x，y，z)， 读 者 应 能 自己 


求 出 这 些 一 般 等 效 位 置 的 坐标 。 可 以 看 出 , 这些 一 般 点 围绕 [001] 
方向 形成 一 个 螺旋 形 排列 ， 并 通过 单 胞 的 原点 (0，0，0) 和 面 心 


(or pe O. 而且， 这 条 螺旋 是 沿 + e 方 向 反 时 针 出 纸 面 ， 具 
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有 这 种 空间 群 的 晶体 必然 有 一 定 的 “ 手 性 ?>， 从 而 可 能 表现 出 旋光 
性 ( 即 在 晶体 的 一 定 方向 上 ， 可 以 使 偏振 光 的 偏振 面 发 生 旋 转 )。 
这 种 空间 群 P4. 就 是 一 个 对 形 空间 群 或 螺旋 空间 群 的 例子 。 

在 这 里 有 必要 说 一 下 另 一 个 特点 ， 即 我 们 可 以 定义 一 个 与 原 
来 单 胞 不 同 的 新 单 胞 ， 其 中 新 的 a 和 b 轴 与 原来 的 a 和 b 轴 交 成 45° 
角 。 这 些 新 的 轴 一 定 长 一 些 ， 并 且 得 到 的 单 胞 一 定 是 C OM. A 
此 ， 空 间 群 41 同 样 也 可 以 记 为 C41, 但 单 胞 要 大 些 。 这 后 一 种 单 
胞 常常 比 前 一 种 单 胞 更 常 被 采用 。 例 如 ， 在 探索 特定 材料 不 同 相 
之 间 关 系 时 ， 使 用 这 种 大 些 的 单 胞 在 直观 上 可 能 更 方便 . 

(2) P42(Ci)， 在 国际 表 中 是 第 77 号 空间 群 。 和 前 一 种 空间 
群 一 样 ， 一 般 等 效 位 置 数 也 是 4 。 图 5-19 所 示 是 这 种 空间 群 的 信 
视图 ， 它 也 是 把 图 5-4 中 的 4 图 加 上 平移 对 称 性 而 来 。 
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PAD (C3) 
”图 5-19 空间 群 P42《C4) 的 俯视 图 。 
我 们 看 到 ， 把 4 作用 于 点 (x，y，2z) 所 得 到 的 点 是 


{4C00111(0, 0, the 
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0-1 0\erxy r 
0 0 1 Z 
再 一 次 应 用 这 个 操作 ， 又 得 到 


{acoollr(o， 0， +) fr 


0-1 0 - y 0 f -X 

fi 0 0 | x |: |- -y 
1 1 

0 0 1 2 tZ 7 1 + 之 


| 根据 平移 不 变性 ， 所 得 到 的 这 个 点 (- x, — Volt 2) 等 效 于 (一 %， 
一 y，2)。 如 此 进行 下 去 ， 我 们 得 到 四 个 一 般 等 效 位 置 ， 它们 是 


(Xs Ys Z), (- Y, X, 7- 二 2) 一 2 一 多， z) 和 和 (yy， -x tZ). 


注意 ， 这 种 空间 群 没有 手 性 问题 ， 所 以 属于 这 种 空间 群 的 晶体 不 
可 能 有 旋光 性 ， 

(3) P43CC1)， 在 国际 表 中 是 第 78 号 空间 群 。 图 5-20 所 示 是 
空间 群 P4s 的 俯视 图 。 主 要 之 点 在 于 ,除了 一 般 等 效 位 置 沿 + c 方 


(5-27) 


5-20 BRMBP41CD HME. 
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向 的 螺旋 排列 是 顺 时 针 的 之 外 ， 现 在 这 种 空间 群 与 上 4 非常 相似 。 
很 明显 ， 这 种 空间 群 的 ^ 手 性 ”或 螺旋 性 与 二 4 相反， 但 所 有 其 E 
特征 都 相同 。 因 此 ， 对 某 一 特定 物质 来 说 ， 可 能 结晶 成 两 种 不 同 
的 空间 和 群 ， 而 这 两 种 晶体 的 区 别 则 表现 为 它们 有 相反 的 旋光 性 。 

(4) P42.m( D2,)， 在 国际 表 中 是 第 113 号 空间 群 。 这 种 空 
间 群 的 点 群 是 42m(D2 )， 有 八 个 对 称 操 作 ( 见 附 录 8 )， 因 此 ,我 
们 预期 由 这 种 空间 群 的 对 称 操作 可 以 产生 八 个 一 般 等 效 位 置 。 如 
图 5-21 所 示 ， 我 们 从 通过 单 胞 原点 平行 于 c 的 对 称 操作 4424) 出 


-G O+ 


P4 21m (D3,) 


图 5-21 空间 群 P42.m (D3, HUME. 


发 。 用 它 作 用 于 一 般 点 ， 共 计 得 到 四 个 点 O ys z), -ys xX, 
-2)、(-x，-》，2) 和 (7，- x，-2)。 把 所 得 到 的 这 四 个 点 与 
平移 对 称 操作 组 合 ， 我们 又 得 到 通过 单 胞 中 心 并 且 平 行 于 c 的 另 
一 个 4(S;) 轴 、 需 要 指出 ， 在 图 5-21 中 ， 与 点 群 42mCD24) 中 的 2 
次 轴 一 样 ， 这 里 的 2, 螺旋 轴 也 垂直 于 c 轴 ， 但 与 4 轴 不 相交 ， 也 
就 是 说 ， 这 些 螺 旋 轴 的 轨迹 是 (x, ，,0)。 由 此 得 到 的 结果 是 产生 


了 另外 四 个 一 般 等 效 位 置 +Y, ; +x, 2), (preg ty 
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个 点 有 镜面 反映 关系 , 这些 镜面 平行 于 c, 与 螺旋 轴 成 45" 角 (和 点 
群 42m 中 镜面 与 2 次 轴 成 45" 角 一 样 )。 注 意 , 从 这 个 图 还 看 到 ,也 
产生 了 沿 〈110> 方 向 平行 于 单 胞 对 角 线 的 滑 移 面 。 因 为 这 些 滑 移 
方向 不 是 治 单 胞 轴 方 向 ， 所 以 它们 不 是 轴 滑 移 面 ， 又 因为 没有 
分 量 ， 所 以 也 不 是 对 角 线 滑 移 。 这 种 滑 移 面 没有 符号 ， 它 们 只 是 
由 其 它 对 称 操作 导出 的 对 称 元 素 (当然 ， 如 果 用 与 归 的 a 和 b Hh 交 
成 45" 角 的 新 轴 a 和 b 重 新 定义 单 胞 ， 那 么 ， 就 得 到 C 心 单 胞 , 这 时 
的 滑 移 可 以 取 为 轴 滑 移 。 可 惜 的 是 ， 这 时 的 螺旋 轴 又 不 在 轴 方 向 
ET). 

ME, RANKS EREKE S ORAZ E 情 
况 。 如 图 5--22a 所 示 ， 这 里 也 有 平行 于 a 轴 和 平行 于 b 轴 的 螺旋 轴 ， 
即 它们 的 轨迹 是 [x，0，0] 和 [y，0，0] 直 线 . 需要 指出 的 是 ， 这 
时 有 16 个 一 般 等 效 位置 。 如 果 仔 细 地 研究 一 下 这 个 单 胞 ， 我 们 可 
以 看 出 它 是 C 心 单 胞 。 但 是 ， 如 果 用 与 旧 轴 成 45“ 角 的 新 轴 a 和 
重新 定义 单 胞 ， 如 图 中 轮廓 线 所 画 出 的 ， 那 么 ， 我 们 就 得 到 有 8 
个 一 般 等 效 位 置 的 初 基 单 胞 。 图 5-22b 所 示 是 新 单 胞 的 惯用 空间 
群 图 ， 这 里 可 以 看 出 ， 此 时 也 出 现 了 轴 向 滑 移 。 这 个 空间 群 就 是 
Pab2.(D3s)。 实 际 上 ， 这 种 空间 群 中 还 有 平行 于 螺旋 轴 的 2 次 
轴 ， 它 在 螺旋 轴 之 间 的 中 间 位 置 ， 所 以 这 种 空间 群 也 可 以 称 为 
P42。 事 实 上 ， 这 正 是 这 种 空间 群 的 惯用 名 称 。 最 后 还 要 指出 ， 
这 种 空间 群 与 P42,m 不 同 ， 其 中 镜面 反映 符号 (现在 是 5) 是 在 第 
二 个 位 置 而 不 是 在 第 三 个 位 置 。 这 表明 ， 在 这 两 种 空间 群 中 ， 反 
映 面 的 取向 是 不 同 的 。 在 P421m 中 反映 面 与 4 轴 和 b 轴 成 45° 角 , 而 
在 P46b2 中 反映 面 垂直 于 a 轴 和 b 轴 。 令 人 感 兴趣 的 是 ， 这 两 种 空 
间 群 之 所 以 不 同 ， 只 是 由 于 螺旋 轴 位 置 的 改变 。 这 是 一 个 有 待 讨 
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(b) P4b2 (Dy) 


图 5-22 ZERP 的 俯视 图 。 


论 的 问题 ， 我 们 还 可 以 把 螺旋 轴 放 在 沿 另外 两 条 线 | e 0 -|a 


[x 二 ， 寺 | 上 上 ， 前 一 种 情况 给 出 空间 群 P3n2(D3a), 后 一 种 情况 


给 出 空间 群 Pa21c(D4a)， 不 过 , Panz 是 与 Pan2, 等 价 的 ,但 P42ic 
与 P42c 或 Pac2 不 同 .读者 可 以 看 出 ,这 些 空间 群 的 情况 是 很 不 一 
般 的 。 不 过 ， 我 们 也 可 以 用 推理 方法 来 进行 它们 的 推导 (参阅 5-6 
节 )。 
5-5e 三 方 晶 系 前 儿 章 已 经 讨论 过 ， 有 些 三 方 唱 系 的 晶体 
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HT LAE BR. XA AA MP SEA P AR, IA 
群 3 3, 32, 3mpi3m(C3, Sg, Dos Coy, Daa). IEX EPRA EF 
与 两 种 布 拉 非 点 阵 组 合 ， 再 考虑 到 非 点 式 操作 ， 最 后 得 到 共计 35 
种 三 方 空间 群 。 下 面 ， 我 们 选 出 三 个 三 方 空间 群 作为 例子 。 前 两 
个 例子 是 讨论 某 一 点 群 ， 但 其 中 对 称 元 素 相 对 于 点 阵 取 两 种 可 能 
取向 时 的 情况 ， 第 三 个 例子 则 用 来 说 明 萎 形 单 胞 ， 

(1) P312(D}), 在 国际 表 中 是 第 149 号 空间 群 。 这 种 点 式 空 
间 群 的 点 群 是 32CDs). 我 们 可 以 从 平行 于 c 并 通过 单 胞 原点 的 3 次 


轴 出 发 ， 然 后 由 平移 对 称 性 找 出 通过 点 (全 ,> ,0) 和 点 (了 ,全 ;0) 


的 另外 两 个 3 次 轴 ， 如 图 5-23 所 示 。 我 们 可 以 用 两 种 方式 确定 
2 次 轴 的 位 置 。 为 了 sa e ae 
得 到 现在 这 种 空间 人 


EA QQ 7 a jN 
m Rnezama LAN 
别 放 在 垂直 于 a 轴 、 AA 2 


II 人 


SF OMMERF ` 312 (D!) 
C110) A el LAP 位 ° 
Be. SCREWS 2 图 5-23 Se P312.D HRA. 


放 在 空间 群 符号 第 三 个 位 置 的 原因 。 为 了 清楚 地 看 出 这 是 第 三 个 
位 置 ， 我 们 特意 把 恒 等 符 号 1 放 在 第 二 个 位 置 ( 见 附录 6 )。 这 种 
空间 群 的 六 个 等 效 位 置 是 o y Z), CY, X= IZ), CY - 
—% Z), (-y,—-% =Z), (x, X- 9, 一 2) 和 (7 一 X%， 2 一 2)。 

(2) P321(D3)， 在 国际 表 中 是 第 150 号 空间 群 。 注 意 ， 在 这 
种 空间 群 符 号 中 ， 我 们 看 到 第 三 个 位 置 是 数字 1 。 这 只 是 为 了 把 
它 与 前 一 种 空间 群 区 别 开 来 的 规定 而 已 。 在 这 里 ， 2 次 轴 是 放 在 
第 二 个 可 能 方向 ， 同 前 一 种 空间 群 的 情况 相 比 ， 它 们 组 5 轴 转 过 
了 30" 角 。 现 在 ， 这 些 2 次 轴 是 平行 于 ab 轴 和 [110] 方 向 的 ， 如 
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图 5-24 所 示 。 这 种 空间 群 也 有 六 个 一 般 等 效 位 置 ， 它 们 是 (%， 
Ys Z), C~ Y, X- Y, Z), (yY X, -X Z), (Ys %, 一 2)、(《 一 X%， 
y-X, —2)AlCX- y, 


Q 
o9- — Vs 一 之 ) 。 
Wis A Na 
+ +9 ./ 


-名 op- AA N TE. Fel by EP He: 1614 
2 空间 群 。 图 5-25 所 示 
P321 (D3) _ 
是 这 种 空间 群 的 俯视 
图 5-24 ”空间 群 P321(D23) 的 俯视 图 ， 图 。 这 里 ， RRS 
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图 5-25 空间 群 Rsc(C3。) 的 俯视 图 。 


上 两 种 单 胞 究竟 哪个 是 哪个 ， 建 议 再 看 一 看 图 2-8, ) 其 中 c 滑 移 面 

通过 原点 和 加 心 位 置 的 3 次 轴 。 这 样 作 的 理由 ， 我 们 在 第 二 章 和 

第 三 章 已 经 作 过 讨 论 , 即 ， 著 形 点 阵 只 是 从 有 心 的 三 方 点 阵 得 到 
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的 。 因此， 正如 c 滑 移 必 须 通 过 (0，0，0) 一 样 ， 为 了 保证 薰 形 
氮 阵 有 心 化 ，c 滑 移 也 必须 通过 加 心 位 置 土 (2/3，1/3，1/3). 至 
于 还 有 哪些 其 它 的 对 称 操作 以 及 有 哪些 一 般 等 效 位 置 ， 我 们 留 给 
读者 去 论证 ， 而 所 有 这 些 都 由 相对 于 六 角 轴 的 以 下 关系 给 出 ， 
(0, 0, 0) | y，2) 
(1/3, 2/3, 2/3)} + (- Y, X— Yy, Z) 
(2/3, 1/3, 1/3) (y= xX, =X, 2) 
(y, —X, 1/2+2) 
(x, X- Yy, 1/2+2) 
(y— X, Ys, 1/2+2) 


于 是 ， 总 共有 18 个 一 般 等 效 位 置 ， 对 应 于 六 个 点 群 算 符 的 三 售 ， 
这 是 因为 有 心 化 之 故 。 当 然 ， 我 们 也 可 以 反 过 来 确定 相对 于 初 基 
菱形 单 胞 的 坐标 。 我 们 用 方程 (3-90) 的 变换 矩阵 就 可 以 做 到 这 一 
点 。 为 了 方便 ， 在 这 里 再 重新 写 出 来 


Xr 1 0 1 Xh 
yr |=| -1 1 1 >} (5-28) 
Zy 0 -1 1 Zh 
MWER. KEKR mD ERRERA A EATA 
写成 简单 方程 ， 于 是 
Xr = Xn + Zhs 


Yr= —Xnt Yrt Zhs 
Zr= — Ynt Zhe (5-29) 
现在 ， 把 变换 矩阵 作用 于 第 二 个 一 般 位 置 ( -ys X-¥s 2)) A 


1 0 1 — yn —Yat2Z,) | 
-1 1 1||xi— yn |= Xn+ Za js 
0 -1 1 in —~XptVpt Zh (5-30) 


再 把 这 个 结果 按照 方程 (5-29) 写 成 葵 形 坐标 ， 我 们 得 到 
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-Ynt 2h= Zr 

Xh + Zh = Xr 
—Xn t Ynt ho Yre (5-31) 
于 是 ， 点 (一 y，X 一 y，2) 就 变换 成 了 (2z,xXx，y)， 这 里 为 了 方便 ， 
已 经 略 去 了 脚 标 、 按 照 这 种 方法 继续 下 去 ， 我 们 发 现 三 方 单 胞 原 
点 周围 的 6 个 一 般 等 效 位 置 币 变换 成 (YX，3，2)、(z2，X，23) 2， 


1 1 1 (1 1 1 (2 
peo +y 二 ok ,一 十 一 l 
2, x» (t 25-5 Yr, x). > Xy tZ y | 和 o ty 


7 D 
Lex, +2) ， 另 外 12 个 一 般 位 置 涉 及 到 蒙 形 单 胞 的 有 心 化 ， 


但 是 ， 如 果 我 们 对 它 进 行 此 种 变换 ， 就 会 发 现 得 到 的 结果 都 在 
次 形 单 胞 之 外 ， 即 落 在 邻近 的 单 胸中 。 例 如 ， 对 点 (二 +xny 2 
+ Ins 全 + 2 进行 变换 ， 我 们 将 得 到 下 列 关系 
1+XpnT+T2zh = 1+ X 
l~ Xnrt Ynt+2h= 1+ yr 
— Yn t Zh = 2re (5-32) 
根据 平移 对 称 性 ， 这 个 结果 与 (x，y，2z) 等 效 。 由 此 明显 看 出 ，、 
菱形 单 胞 体积 是 三 方 单 胞 体积 的 三 分 之 一 ， 它 是 一 个 初 基 单 胞 ， 
这 就 是 此 种 单 胞 也 有 用 的 一 个 原因 。 需 要 指出 的 是 ， 萎 形 单 胞 共 
有 六 个 一 般 等 效 位 置 ， 与 点 群 3m(Cs) 的 操作 数目 一 致 
”5-5f ABBR AT 空间 群 与 四 方 空间 群 相当 类 似 ， 所 
以 我 们 不 再 举例 子 。 其 中 ， 有 七 种 点 群 和 一 种 布 拉 菲 点 阵 CP). 
这 七 种 点 群 是 6、6、 6/m、 622、6mm、6m2 和 6/mmm(Ce、 Con. Cans 
De。、Cev、Dan 和 Den)。 我 们 由 此 可 以 推导 出 附录 7 中 所 列 出 的 
27 种 六 方 空间 群 。 


PP 


— 


QD RXB=RARBAR, CAE. — HEE 
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5-5g 立方 晶 系 ， 立方 晶 系 有 三 种 布 拉 菲 点 阵 已 、 忆 和 1， 五 
Fish HE 23, m3, 432, 43m Mm3m(T, Tas O, TaflO,). BE 
们 同 非 点 式 对 称 元 素 组合 起 来 ， 共 计 得 到 36 种 立方 空间 群 ， 这 些 
都 列 在 附录 7 中 。 | 

在 国际 表 中 (至 少 到 1969 年 ) 没 有 给 出 立方 空间 群 的 图 示 。 这 
是 因为 ， 立 方 空间 群 的 高 对 称 性 给 出 的 图 示 太 复杂 。 对 于 不 常 接 
触 空间 群 的 读者 ， 说 立方 空间 群 “复杂 ”， 可 能 会 觉得 惊奇 。 归 根 
到 底 ， 对 称 性 愈 高 的 东西 应 该 愈 简单 。 确 实 ， 立 方 空间 群 的 对 称 
性 是 高 的 ， 然 而 ,一 般 等 效 位 置 数目 是 多 的 ， 这 也 是 事实 ， 于 是 ， 
要 描绘 出 全 部 对 称 相关 点 的 位 置 ， 那 就 有 困难 了 .如 果 你 研究 一 
下 附录 4 中 的 对 称 元 素 表 ， 就 会 发 现 ， 立 方 点 群 有 12、24、 或 48 
个 对 称 操作 ， 这 就 是 说 ， 立 方 空间 群 的 初 基 单 胞 中 有 12、24 或 48 
个 一 般 等 效 位 置 。 再 考虑 点 阵 的 有 心 化 ， 比 如 全 面 心 ， 一 般 等 效 
位 置 总 数 可 以 多 达 196 个 。 而 且 不 要 忘记 ,每 一 个 一 般 位 置 又 可 以 
代表 一 个 由 % 个 原子 组 成 的 集团 ， 所 以 每 个 单 胞 就 可 能 有 196n 个 
原子 。 幸 好 ， 情 况 并 不 象 初 看 时 那样 坏 。 在 所 研究 的 立方 唱 系 多 
数 晶体 中 ， 通 常情 况 下 ， 原 子 并 不 是 占据 单 胞 的 一 般 位 置 。 它 们 
常常 是 占有 特殊 位 置 。 例 如 ， 某 种 原子 可 能 正好 在 镜面 上 ， 于 是 
单 胞 中 这 种 原子 的 数目 就 只 有 一 般 位 置 数目 的 一 半 。 可 见 ， 原 子 
占据 特殊 位 置 就 意味 着 单 胞 中 原子 数目 的 减少 ， 在 下 一 章 ， 我 
们 将 要 更 充分 地 讨论 这 种 特殊 位 置 。 在 6-4 节 ， 我 们 将 要 讨论 立 
方 晶体 结构 的 几 个 例子 ， 在 那里 ， 这 些 重要 性 质 将 得 到 充分 说 
明 . 


5-6 空间 群 的 推导 


230 种 空间 群 的 推导 主要 由 三 个 人 作出 ,一 个 是 苏联 人 E. S. 
费 德 罗 夫 ， 一 个 是 德国 人 AA， 熊 夫 利 斯 ， 一 个 是 英国 人 W. 巴 洛 . 
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他 们 三 个 人 差不多 同时 各 自 独立 地 推导 出 空间 群 ， 先 是 费 德 罗 天 
(18907)， 随 后 不 久 是 能 夫 利 斯 (1890)， 再 后 AE (1894). A 
过 ， 由 于 费 德 罗 夫 的 著作 是 在 俄国 发 表 的 ， 而 能 夫 利 斯 著作 古 以 
当时 科学 界 用 得 较 普 遍 的 德 文 发 表 的 ， 所 以 熊 夫 利 斯 方案 给 科学 
界 的 影响 最 深 。 至 于 巴 洛 的 方案 ， 表 述 的 不 够 清楚 ， 并 且 在 某 些 
方面 也 是 不 馆 完 善 的 . 

费 德 罗 夫 方案 ， 主 要 应 归功 于 Sohnke，Moebius 和 其 它 一 些 
人 的 早期 工作 ， 其 中 包括 把 空间 群 分 成 三 种 类 型 的 分 类 方法 . 这 
三 种 类 型 的 空间 群 是 : 

1〉 点 式 空 间 样 ， 根 据 费 德 罗 夫 的 看 法 ,这 一 类 空间 群 的 点 式 
对 称 元 素 都 交 于 一 点. 

2) 半点 式 空间 群 ， 这 一 类 空间 群 只 有 真 旋 转 对 称 元 素 相交 
于 一 点 。 

3) 非 点 式 空间 群 ,这 一 类 空间 群 没有 上 述 对 称 元 素 的 交点 。 

作为 对 称 操 作 ， 费 德 罗 夫 选 用 的 是 旋转 、 反 映 以 及 W 转 - 反 
上映 复 合 操作 。 他 不 喜欢 用 反 演 操作 而 用 2 次 旋转 反映 代替 它 . 费 
德 罗 夫 方案 的 最 大 成 功 之 处 ， 可 能 就 是 由 他 发 展 的 表述 对 称 元 素 
组 合 的 数学 方法 。 采 用 这 套 方案 ， 每 一 种 空间 群 都 被 描述 为 三 个 
简单 方程 组 成 的 方程 组 ， 由 此 推广 到 普遍 情况 ， 最 后 发 现 总 共有 
_ 230 种 空间 群 ， 随 后 ， 费 德 罗 夫 又 进一步 提出 并 证 明 : BE HE 
体 看 成 是 由 凸 多 面体 在 整个 空间 堆砌 而 成 ， 而 这 种 凸 多 面体 由 成 
对 的 面 围 成 ， 那 也 可 以 得 到 同样 结果 。 然 而 ， 很 难 理解 的 是 ， 费 
德 罗 夫 在 这 套 方 案 中 竟然 把 某 些 空间 群 排除 在 外 ， 他 认为 这 些 空 
间 群 对 于 实际 晶体 结构 是 不 可 能 的 。 这些 空 间 群 是 Fadd2 (C33)、 
Fddd(Dié), [43d I$), P4332(09 MP4, 3207). PERES 
夫 是 怎么 考虑 的 ， 实 际 上 ， 我 们 现在 已 经 知道 有 几 种 晶体 结构 是 
属于 这 些 空间 群 的 。 不 过 ， 费 德 罗 夫 在 轴 辑 上 的 错误 并 不 容易 发 
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现 。 如 果 要 详细 了 解 这 个 问题 ， 建 议 读 者 去 阅 读 由 De Harker 
and K. Harker 译 成 英文 的 费 德 罗 夫 文 集 。 

现在 ， 我 们 回 到 能 夫 利 斯 方案 上 来 ， 因 为 这 套 方案 在 文献 中 
用 得 更 多 ， 所 以 我 们 应 该 讨论 得 详细 些 。 这 套 方 案 的 基本 概念 简 
前， 系统 处 理 直 接 了 当 ， 这 同样 要 归功 于 Sohnke 和 其 它 一 些 人 
的 早期 工作 。 对 这 套 方案 的 正确 评价 ， 将 使 我 们 对 空间 群 本 身 有 
更 深入 的 理解 。 

按 能 夫 利 斯 方案 确定 230 种 空间 群 ， 是 从 5-2 节 对 点 式 空 间 和 群 
的 概括 介绍 开始 的 。 然 后 ， 考 由 各 种 可 能 的 滑 移 面 和 螺旋 轴 。 最 
后 ， 再 把 描述 空间 群 所 必需 的 各 种 可 能 的 点 阵 〈 即 全 部 平移 对 称 
操作 ) 和 另外 有 个 空间 群 操作 结合 起 来 。 这 里 ，h 是 空间 群 点 群 的 
操作 数目 。 这 A 个 空间 群 操作 与 空间 群 点 群 的 h 个 操作 是 同形 的 ， 
这 一 点 ， 我 们 在 5-5 节 中 曾 做 过 讨论 ， 我 们 还 将 在 6-6 节 中 给 出 证 
明 。 这 个 复杂 的 概念 实际 上 是 相当 简单 的 。 例 如 ， 如 果 对 于 某 个 
给 定 的 点 阵 和 点 群 ， 其 点 式 空 间 群 中 有 对 称 操作 4(Cs)， 那 么 ,与 
此 相应 的 非 点 式 空间 群 中 ， 就 只 可 能 有 对 称 操作 4 、42 和 4s. [A 
样 ， 点 式 操作 mc)， 在 非 点 式 空间 群 中 就 只 能 由 各 种 滑 移 面 替 
换 。 于 是 我 们 看 到 ， 尽 管 工 作 量 很 大 ， 但 还 是 有 限 的 ， 并 且 有 人 完 
全 确定 的 范围 。 为 了 了 人 解 这 大 方案 的 程式 ， 并 使 其 要 点 更 消 Æ, 
我 们 在 下 面 给 出 一 些 例子 。 

要 说 明 上 述 各 点 ， 三 斜 空间 群 是 太 简 单 了 , 而 在 任何 情况 下 ， 
5-2 节 所 述 的 方法 已 能 很 完善 地 确定 这 两 种 空间 群 。 这 是 因为 ,只 
有 一 个 P 点 阵 需要 考虑 ， 于 是 ， 点 群 1《C1) 给 出 的 空间 群 ， 驴 夫 
利 斯 符号 为 Ci ,点 群 IC(C1) 给 出 的 空间 群 , 能 夫 利 斯 符号 为 Ci( 按 
国际 符号 分 别 为 Pl 和 PT)， : 

对 于 单 斜 晶 系 ， 比 较 容 易 看 出 这 套 方案 是 如 何 运用 的 。 这 种 
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的 点 群 有 2CCs)、m(CC, 或 Ci,) 和 和 2/m(C,,)。 正 如 5-2 节 所 讨论 的 ， 
我 们 立即 可 以 求 得 六 种 点 式 空间 群 ， 它 们 都 已 列 在 表 5-1 中 。 现 
在 ,由 点 群 2(C2) 出 发 ， 我 们 也 可 以 确定 单 斜 唱 系 的 全 部 空间 群 ， 
包括 具有 点 群 C) 的 非 点 式 空间 群 。 和 5-2 节 完 全 一 样 ， 我 们 
由 初 基点 阵 和 点 群 2(C2) 出 发 ， 得 到 的 第 一 个 空间 群 是 Ch (国际 
符号 是 P2)。 其次， 我 们 知道 ， 如 果 用 2, 替换 2 次 轴 作 为 对 称 操 
作 ， 那 么 ， 所 得 到 的 空间 群 点 群 仍 然 是 2(Ca)， 所 以 我 们 可 以 
试 一 试 这 种 将 换 。 如 果 这 样 做 了 ， 就 得 到 一 个 不 同 于 C; 的 新 空 
间 群 ， 我 们 可 以 称 它 为 CCP2,)。 现在， 在 点 群 为 2CC,) 的 空间 
群 中 ， 已 经 不 可 能 再 有 其 它 非 点 式 操作 了 。 于 是 ， 我 们 继续 讨论 
底 心 点 阵 ， 并 立即 得 到 一 种 点 式 空间 群 ， 我 们 称 之 为 C3 (B2). 
下 一 个 可 能 性 是 考虑 2 轴 与 点 阵 的 结合 ， 这 样 作 了 之 后 ， 得 到 
的 是 与 C} 相 同 的 空间 群 , 只 是 原点 有 了 移动 。 所 以 这 时 没有 得 到 
新 的 空间 群 。 综 上 所 述 ， 我 们 用 这 种 方法 所 得 到 的 三 种 独立 的 空 
闻 群 是 CRPR27、C3CP20 和 Ci(B2)， 

现在 ， 我 们 继续 讨论 点 群 为 m(C。) 的 单 斜 空间 群 。 这 里 我 们 
知道 ， 唯 一 可 能 的 非 点 式 操 作 是 b 滑 黎 。 于是， 我 们 由 卫 点 阵 和 m 
(C。) 操作 开始 ， 得 到 C3(Pm)。 进 而 我 们 发 现 ，C3CPb) 是 与 前 
一 种 不 同 的 空间 群 。 对 于 廉 心 点 阵 ， 我 们 得 到 空间 群 CC(Bm) 和 
C4( Bb). 这样 ， 我 们 就 得 到 四 种 独立 的 空间 群 。 

UTARA Cn 的 单 斜 空间 群 ， 有 四 种 可 能 的 对 称 操作 
we, S, A GREL Em P M BAA 点 阵 结合 ， 我 们 


就 得 到 六 种 新 空间 群 。 这 些 可 以 非常 好 地 表示 为 两 个 群 的 直接 条 
积 ， 从 而 使 方法 简化 ， 


Cha=Cix{E, o} 或 P= P2x (1, m) 
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C3,=Cix {ké, a} 


ye 


) 21 _ 
P ^ = P2 x {1, m} 


C3,= CE x (E, O} 


ye 


2 _ 
Bo = 82x 人 m} 


pt = P2x {1, b} 


ie} 


C4,=Clx {E, b} 


P f= P2,x {1, b} 


水 


C3,=C2x {E, b} 


Cly=Cix {E, b} 或 BE =B2x{1, b 


这 种 表示 法 对 熊 夫 利 斯 和 国际 表 中 空间 群 的 阶 次 实际 上 也 给 出 了 
说 明 。 
一 般 说 来 ， 因 为 其 它 品 系 的 推导 比较 困难 ， 所 以 我 们 不 得 不 
到 此 为 止 。 不 过 ， 有 时 也 会 遇 到 很 简单 情况 ， 例 如 ,六 方 晶 系 ,只 
有 一 种 忆 点 阵 ， 我 们 立即 可 以 导出 六 种 空间 群 C4 到 C8CP6、P6,、 
P65s、P6。、P64s、P63)。 然 而 ， 为 了 强调 这 种 推导 仍然 是 可 能 进 
行 的 ， 我 们 再 对 一 种 空间 群 稍 多 一 些 的 晶 系 做 一 个 简单 的 讨论 。 
现在 ， 我 们 来 考虑 正 交 晶 系 ， 特 别 是 把 注意 力 集 中 于 点 群 
mm2(C2,) 和 初 基 点 阵 的 结合 上 。 由 此 ， 我 们 可 以 得 出 10 种 空间 
群 。 得 出 这 么 多 空间 群 ， 是 因为 各 种 点 式 和 非 点 式 的 平面 不 一 定 
包含 2 次 轴 或 2, 轴 (此 处 ， 我 们 是 将 它 取 为 c 轴 )。 这 些 竖 直 的 平 


面 可 以 离开 2 或 2, 轴 一 个 距离 9 或 了 这里， 产生 位移 的 原 轩 
类 似 于 5-5c 节 中 空间 群 P2,2,2; 的 三 个 螺旋 轴 所 发 生 的 情况 ,为 
了 简明 扼要 ， 我 们 可 以 把 这 些 空间 群 表述 为 CiCP2) 或 C3(P2,) 与 
一 个 群 的 直接 乘积 ， te 有 垂直 于 a 轴 并 且 通 过 * = 
0 点 的 镜面 co， 或 者 ， 通 过 x= -点 的 同样 镜面 。 FE, 所 得 到 的 
这 十 种 空间 群 是 
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Pm-—2= Pmm2= Ci,=Clix{E, oa} 
Pm- 2, = Pme2, = C2,=C3x {k, o} 


_9. _ Ps CI! e 
Pe- 2 = Pee2 = C3, =C! x{E, fo a), 
Pm! —-2=Pma2=C4,=Cix{E, o’} 


Pn-2=Pne2=C},=C} x lE, fol orl 
Pm’ ~2,= Pmn2,=Ci,=Cix {EE, o7} 


Pb’ —2= Pba? = C3,=C!x {E, fo” ZH 
Pa! - 2, = Pna2,=C3y= CP x{E, Sor Oren 


Pn’ -2= Pun2=C}?= Cix {E, Jor OF} 


除了 左边 的 符号 以 外 ， 我 们 使 用 的 都 是 标准 的 国际 符号 和 熊 夫 利 
斯 符 导 。 最 左边 符号 表示 此 种 空间 群 绝 对 必需 的 对 称 操作 ， 而 最 
右边 是 直接 滋 积 的 简写 符号 。 最 左边 符号 所 表述 的 是 P 点 阵 和 2 
或 2, 轴 , 而 这 两 种 轴 分 别 属于 熊 夫 利 斯 空间 群 C} 或 C3， 并 平行 于 
c 轴 。 这 里 还 有 另 一 个 符号 , 代表 垂直 于 a 轴 (因此 放 在 符号 的 第 一 


个 位 置 ) 并 通过 x = 0 或 x = 二 点 的 平面 ， 其 中 市 撒 的 是 通过 x = 


RAPP. fom, bc 和 1 仍然 按 通 常 的 方法 表示 滑 移 的 方向 。 
在 最 左边 的 符号 中 ， 第 二 个 位 置 的 破 折 号 ， 表 示 此 处 的 对 称 元 素 
可 以 从 其 它 已 有 的 资料 推导 出 来 ， 
问题 的 复 允 性 开始 明 骨 了 ， 尽 管 这 种 问题 显然 是 有 限 的 。 读 
一 读 能 夫 利 斯 的 原著 是 很 有 好 处 的 ， 因 为 它 可 以 使 我 们 了 解 早 期 
是 如 何 创 造 性 地 确定 230 种 空间 群 的 。 
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5-7 二 维 空 间 群 


在 第 四 章 中 ， 我 们 曾经 讨论 过 十 种 2 维 点 群 。 为 了 得 到 2 维 
空间 群 或 平面 群 ， 我 们 必须 把 十 种 2 维 点 群 与 五 种 二 维 点 阵 组 合 
起 来 。 仿 照 5-2 节 作 过 的 那样 ， 如 果 把 点 群 与 点 阵 组合 起 来 产生 
点 式 平面 群 ， 那 么 我 们 总 共 得 到 13 种 点 式 平面 群 ， 其 中 两 种 (P3 
m1 和 让 31m) 只 是 对 称 元 素 相对 于 点 阵 的 取向 不 同 ( 与 空间 群 P3m1 
和 P31m 一 样 )。 在 二 维 点 阵 中 可 能 有 的 非 点 式 对 称 操作 ， 只 有 对 
ab 面 上 某 一 条 直线 反映 的 滑 移 ， 它 的 符号 是 g。 我 们 在 三 维 空间 
群 中 所 过 到 过 的 所 有 其 它 非 点 式 操作 都 涉及 一 般 点 跑 出 平面 的 运 
动 ， 因 而 在 这 里 都 被 排除 了 。 考 虑 了 滑 移 线 g 之 后 ,又 导出 四 种 非 
感 式 平面 群 ， 使 平面 群 总 数 增加 到 17 种 。 这些 平面 群 都 在 表 5-2 


3:5-2 17 种 二 维 空间 群 


23 W ar 

点 阵 点 群 sana ees 
斜 形 1 p1 pl 1 
P 2 p211 p2 2 
me m pimi Dm 3 
pike plgl pg 4 
cimi cm 5 

2mm p2mm bmm 6 

pamg pmg T 

p299 p99 8 

c2mm cmm 9 

焉 方形 4 p4 på 10 
p 4mm pdmm pim 11 
p4gm p4g 12 

六 方形 3 p3 p3 13 
C 3m p3ml1 p3mi 14 
p3im p3im 15 

6 pe p6 16 

Emm pemn pom 17 
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中 列 出 ， 对 于 能 画 出 空间 群 图 示 的 读者 来 说 ， 画 出 所 有 这 些 平 面 
群 的 图 示 应 当 是 一 件 很 简单 的 事情 。 结 果 如 何 ， 可 以 查阅 国际 表 
来 验证 ， 值 得 注意 的 是 ， 平 面 群 符号 的 次 序 与 三 维 空间 群 符号 的 
次 序 不 是 完全 相同 的 (参阅 国际 表 中 的 3.2,1 表 )，。 


问 题 


1。 在 某 一 器 系 肉 ， 证 明 布 拉 蕴 点 阵 总 是 属于 全 对 称 点 群 。 
2。 下 面 的 图 表示 出 七 种 昌 系 的 互相 联系 ， 其 中 每 一 种 晶 系 都 可 以 由 
| eR LANE RA 过 一 个 
无 限 小 变形 而 得 到 ， 试 证 
明之 .设想 把 菜 一 物体 让 
=~ eS fe — 1 RAY 阵 点 上 ， 证 
"EXMA 明 ; (3) 此 物体 所 具有 的 全 
: 部 对 称 元 素 也 一 定 是 此 种 
PER 点 阵 所 具有 的 (当然 ， 点 降 
=paz 可 能 具有 更 多 的 对 称 元 
z). bD 物体 一 定 至 少 有 

一 个 对 称 元 素 ， 是 联系 图 中 下 一 个 晶 系 的 点 阵 所 没有 的 。 

3. WEAR, BR2(S,) 之 外 ， 非 真 旋转 和 平移 T 的 组 合并 不 是 对 称 操作 。 
4。 画 出 空间 群 C、C4, 和 Cj 和 的 俯视 图 。 由 此 确定 出 它 的 国际 符号 和 

导出 的 全 部 对 称 元 素 ，。 

5。 画 一 个 二 维 点 阵 ， 在 车 近 每 个 阵 点 的 一 般 位 置 上 天 一 个 符号 “62 。 
然后 再 加 上 一 些 符 号 形成 一 个 图 案 ， 使 其 中 每 一 个 阵 点 处 的 点 对 称 性 是 2。 
最 后 ， 画 出 图 案 中 的 单 胞 ， 并 用 红色 标 出 它 所 具有 的 各 种 对 称 元 素 . 重复 
上 述 过 程 ， 画 出 另外 一 些 图 案 , 使 其 中 每 一 个 阵 点 处 的 点 对 称 性 分 别 是 mm、 
mm2、4 和 4mm。 对 于 你 所 画 出 的 每 一 种 图 案 ， 请 在 其 点 阵 上 给 出 与 其 点 
对 称 性 相 适 应 的 a、b 和 Y. 

6。 利 用 空间 群 以 视图 比较 Cmm2 和 Pmm2。 

7。 求 下 列 对 称 元 素 作用 于 一 般 点 (x，y，2) 所 产生 的 点 的 B a) 


先 受 (x,,z) 的 c 滑 移 画 作用 ， 随 后 o y g | 方向 的 21 轴 作用 。(b) 先 


AHR WHR 


四 方 品系 
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SE (acy 0, DREE, EZ o O z | 方向 的 4s 轴 作用 。 如 时 把 
这 两 种 对 称 操 作 的 次 序 肥 过 米 ， 义 得 各 什么 结果 ? 

8. MH Cbe? Pmba, Abec? AiPnma 的 室 间 群 俯 视图， 给 出 一 般 等 
效 位 置 。 

9。 考 察 国际 表 中 空间 群 Pdnc (Ci,) (第 104 号 ) 。 将 垂直 于 a 的 % 滑 移 面 
作用 于 一 般 点 (x，y，z)， 得 到 的 结果 是 什么 ? 将 平行 于 对 角 [110] 方 向 
的 n 滑 移 面 作用 于 一 般 点 (x，y，2z)， 得 到 的 结果 又 是 什么 ? 注意 ， 第 一 
种 情况 包含 有 汪 中 平移 ， 第 二 种 情况 包含 有 (s+ 5 yy, 

10。 参 照 5-6 市 关于 忆 点 阵 租 mm2(Czy) 点 群 结合 得 出 空 间 群 的 讨论 ， 
证 明 ， Pb - 2、 Pb-2, 利 Pe- 2 与 那 一 节 列 出 的 总 硼 中 某 些 空 间 群 相同 ， 
但 有 重新 定义 的 a 轴 和 b 轴 。 

11. RMN PPI ABT cH RA E: 


1 1 -yo， 1 +z) 
一 一 于 
(Xs Ys z) (4 Xs 2 y » Z 
1, 1 
(Xs Ys z) > (+ yz) 


1] 1 1 ) (1 1 ) 
+", ty, -一 一 2z)->( 一 十 ,二 十 
(4 Xs 1 Y? A pd 9 Xs ¥ 2 之 


(y-2, Ys 2 2)o(y-x, X, gtz) 


® 原文 误 为 二 一 x 已 改正 ， 一 一 译 者 注 。 
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第 六 章 ”空间 群 的 性 质 


6-1 引 言 

在 这 一 章 中 ， 我 们 所 要 闹 述 的 是 如 何 从 晶体 空间 群 的 知识 获 
得 那些 对 固体 科学 家 有 直接 意义 的 非常 大 量 的 资料 .正常 情况 下 ， 
固体 科学 家 所 研究 的 晶体 是 空间 群 和 结构 已 知 的 晶体 。 这里， 有 
一 系列 可 能 提出 或 必 将 提出 的 问题 

(a) 晶体 中 各 种 不 同 原子 的 位 置 如 何 ? 

Cb) 这 些 不 同 原 子 表现 为 何 种 对 称 性 ? 

(c) 它们 同 其 它 等 同 原子 是 如 何 联系 的 ? 

(4d) 空间 群 所 允许 的 等 同 原子 的 最 多 数目 是 多 少 ? 

(e) 空间 群 对 宏观 性 质 有 些 什么 限制 ? 

(f) 唱 类 和 布 拉 菲 点 阵 是 什么 ? 

(g) 空间 群 的 点 群 是 什么 ? 它 的 意义 何在 ? 

(h) 滑 移 面 和 螺旋 轴 取 代 了 点 操作 成 为 对 称 操 作 时 ， 其 意义 
如 何 ? 

Ci) 这 些 滑 移 面 和 螺旋 轴 ( 它 们 是 对 称 操作 ) 同 单纯 的 点 操作 
(它们 不 一 定 是 对 称 操作 ) 之 间 的 关系 (同形 性 或 一 一 对 应 关系 ) 如 
何 ? , 
(j) 我 们 怎样 才能 找到 为 了 完全 识别 空间 群 所 必需 的 最 少数 
目的 对 称 操作 3? : | 

这 些 就 是 人 们 将 会 提出 的 或 者 意识 到 的 各 种 类 型 的 问题 。 这 
些 问题 可 能 来 自 人 们 对 原子 位 置 本 身 的 研究 ， 也 可 能 来 自 晶 格 振 
动 、 电 子 能 带 理论 或 其 它 某 些 固体 问题 的 研究 。 在 本 章 中 我 们 要 
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回答 这 些 问题 ， 

根据 量子 力学 概念 ， 由 于 空间 群 描述 了 晶体 的 全 部 空间 对 称 
性 ， 所 以 ， 我 们 应 能 从 空间 对 称 性 确定 哈 密 顿 函 数 的 全 部 精确 
解 。 这 意味 着 ， 我 们 需要 摘 述 的 问题 是 所 有 不 同 的 本 征 函 数 在 对 
称 操作 之 下 如 何 相 互 变换 ， 而 这 个 问题 与 用 空间 群 点 群 的 不 可 约 
表示 和 波 矢 k 来 标记 本 征 函 数 所 要 做 的 事 其实 是 同一 回 事 。 这 里 ， 
我 们 不 准备 讨论 那些 与 空间 群 的 不 可 约 表示 有 关 的 专门 问题 。 不 
过 ， 我 们 将 盖 明 如 何 将 空间 群 的 对 称 操作 同 32 种 点 群 特 征 标 表 
(附录 87 中 给 出 的 操作 联系 起 来 。 

显然 ， 要 回答 这 些 问题 ， 多 数 情况 下 只 涉及 简 单 的 几何 学 ， 
但 有 些 情况 下 则 需要 涉及 群 论 。 在 本 章 中 ， 对 于 空间 群 和 身体 结 
构 已 千 的 情况 ， 我 们 将 从 读者 容易 理解 的 一 些 人 简单 问题 开始 ， 而 
将 一 些 比较 复杂 的 问题 放 在 本 章 的 末尾 。 我 们 在 这 里 所 说 到 的 有 
些 内 容 不 可 避免 地 会 同 以 前 章节 中 讨论 过 We 要 内 容重 复 。 因 
而 ， 在 某 种 程度 上 这 -- 章 可 以 由 读者 自己 阅读 ， 并 把 它 作 为 关于 
空间 群 主要 特征 的 一 个 总 结 。 


6-2 晶体 结构 和 空间 群 


晶体 结构 由 点 阵 加 基 元 (有 时 称 为 点 阵 复 容 ) 描 述 。 基 元 是 原 
子 ( 或 任何 实体 ) 的 集合 ， 它 与 点 阵 中 的 一 个 阵 反对 应 ， 而 阵 乓 
则 按 平 移 对 称 性 在 整个 空间 周期 重复 。 这 一 概念 可 以 表述 为 

铝 体 结构 = 点 阵 + 基 元 。 

于 是 按照 定义 ， 任 何 具有 此 种 结构 的 物体 就 是 晶体 . 

结晶 学 家 通常 用 射线 衍射 方法 就 可 以 相当 容易 地 确定 某 种 
特定 晶体 的 日系 以 及 单 胞 的 几何 形状 ， 而 点 群 和 空间 群 的 确定 则 
常常 比较 困难 。 为 做 到 这 一 点 ， 通 常 的 方法 是 对 A 射线 衍射 斑点 
HEFT PEGE, WATE OB EOE a AR St PL EE ASG. BAR 
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道 ， 有 心 点 阵 和 非 点 式 对 称 元 素 将 使 某 些 XX 射线 入 射 斑点 强度 为 
零 ， 因此， 原则 上 说 ， 反 过 来 通过 荣 些 了 射线 衍射 斑点 系 统 消光 
情况 的 研究 ， 就 能 确定 点 阵 的 有 心 化 和 非 点 式 对 称 元 素 的 存在 ， 
然而 ， 人 们 常常 发 现 满足 这 些 X 射线 衍射 条 件 的 仍然 有 好 几 种 可 
能 的 空间 群 ， 要 做 出 正确 的 选择 可 能 是 非常 困难 的 。 例 如 ， 在 4- 
6 节 对 11 种 劳 厄 群 所 做 的 简短 讨论 中 曾经 指出 ， 民 射线 衍射 花样 
常常 被 加 进 了 一 个 反 演 中 心 。 这 样 一 来 ， 为 了 区 分 中 心 对 称 空间 
群 和 非 中 心 对 称 空间 群 ， 可 能 不 得 不 借助 于 对 晶体 其 它 性 质 的 考 
察 ， 即 是 说 ， 可 能 必须 考察 一 下 晶体 是 否 表现 出 极 化 性 质 ， 比 如 
热电 性 和 压 电 性 等 。 换 句 话 说 ， 可 能 不 得 不 对 所 有 的 可 能 性 都 斌 
一 试 ， 看 看 哪 种 结果 符合 得 最 好 (试探 法 )， 

一 旦 知道 了 空间 群 和 每 个 单 胞 中 含有 几 个 化 学 式 单位 (或 分 
子 )， 常 常 就 可 以 推测 出 单 胞 中 各 原子 的 相对 位 置 。 每 一 单 胞 中 
所 含 化 学 式 单位 的 数目 *， 通 常 可 以 由 测定 晶体 密度 p 及 单 胞 体积 
来 确定 。 即 由 n= PNV/M 给 出 ， 此 处 村 是 分 子 量 ，NN 是 阿 伏 侨 
德 罗 常数 。 但 是 ， 除 了 一 些 简 单 的 化 合 物 之 外 ， 完 整 的 晶体 结构 
分 析 必 须 相当 准确 地 定 出 原子 的 精确 位 置 ， 即 是 说 ， 需 要 定 出 这 
些 原子 究竟 是 在 某 种 特殊 位 置 还 是 在 一 般 位 置 ， 它 们 的 分 数 坐 标 
(x, y, 2 的 值 如 何 。 这 就 是 所 谓 晶 体 结 构 测 定 所 包含 的 内 容 ， 
包括 空间 群 的 测定 和 单 胞 中 各 原子 位 置 的 测定 。 通 常 此 项 工作 是 
通过 仔细 测量 射线 衍射 强度 来 进行 的 ， 而 此 强度 则 正比 于 散射 
射线 振幅 的 平方 。 根 据 这 一 点 ， 如 果 知 道 了 各 个 散射 波 之 间 的 
全 部 位 相关 系 ， 就 可 以 求 得 整个 晶体 结构 。 一 般 说 来 ， 这 些 位 相 
关系 不 可 能 直接 测定 。 如 何 确定 这 些 位 相关 系 一 直 是 晶体 结构 分 
析 中 最 大 的 难题 之 一 。 为 了 解决 所 谓 “ 位 相 问 题 ?”， 几 种 先进 的 方 
法 已 经 提出 来 好 几 年 ， 其 中 包括 用 以 改进 试探 结构 的 最 小 二 乘法 
和 统计 论证 法 (直接 法 )， 现 在 ， 大 多 数 晶 体 结构 的 确定 ， 至 少 是 
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那些 单 胞 中 原子 数目 相当 少 (比如 少 于 100) 的 晶体 结 构 的 确定 ， 
已 不 再 是 困难 问题 ， 而 那些 从 来 都 很 费时 间 的 运算 ， 在 某 种 程度 
上 已 经 可 以 在 计算 机 上 .自动 进行 了 。 关 于 晶体 结构 测定 的 详细 介 
绍 ， 可 以 查阅 任何 一 本 标准 的 人 射线 结晶 学 著作 。 GEN, Lipson 
and Cochran 所 著 的 “晶体 结构 测定 >(T 了 pe Determination of 
Crystal Structures) 就 是 一 本 相当 好 而 值得 一 读 的 书 。 

对 于 给 定 成 分 的 化 合 物 ， 为 了 和 措 清 楚 它 的 晶体 结 均 是 否 已 经 
测定 ,可 以 查阅 几 种 原著 和 杂志 。 无 疑 ,读者 对 化 学 文摘 和 物理 文 
摘 是 熟悉 的 ， 这 常常 是 一 个 有 用 的 出 发 点 .查阅 某 些 绪 品 学 杂志 ， 
比如 Acta Crystallographica 和 Zeitschrift für Kristallografie 
等 的 索引 也 是 很 有 用 的 。 其 它 可 以 查阅 的 有 用 资料 有 W yckoff 汇 
编 的 题 为 “晶体 结构 2(Crystal Structures) WAH, 也 可 以 查阅 结 
WRG (Structure Reports)。 有 关 这 方面 参考 资料 的 较 完 备 的 书 
目 已 在 本 书 的 参考 书目 中 列 出 。 为 了 了 解 晶 体 结构 资料 通 第 是 如 
何 给 出 的 ， 此 处 列举 了 矿物 石灰 石 (CaC03) 的 资料 作为 一 个 代 
表 性 实例 如 下 ， 

R3c( D$, ) 
Cafe 6(b):0, 0, 0 


CH 6(a) : 009% 


0 在 18(e) 2%» 0; 7 lt Ab x = 0.257 


这 里 给 出 的 资料 已 足够 使 我 们 画 出 晶体 结构 图 形 。 虽然 在 石灰 石 
的 单 胞 中 总 共有 30 个 原子 ， 然 而 ， 如 我 们 所 看 到 的 ， 没 有 必要 给 
出 所 有 这 些 原子 各 自 的 位 置 ， 而 只 要 给 出 三 个 基本 位 置 就 行 了 ， 
至 于 其 余 27 个 原子 的 位 置 则 由 空间 群 对 称 性 就 可 以 确定 。 这 一 事 
_ 实 正 说 明 ， 对 称 性 的 应 用 使 某 些 原本 十 分 复杂 的 事物 描述 起 来 况 
变 得 如 此 简练 。 这 些 原 子 的 位 置 就 用 它们 的 分 数 坐 标 表 示 ， 并 给 
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以 各 种 不 同 的 标记 符号 ， 例 如 Ca 原 于 的 位 置 记 为 6(0)。 这 些 符号 
的 含意 在 下 一 节 将 做 详细 介绍 ， 


6-3 国际 表 中 “代表 性 ”的 一 页 


空间 群 共有 230 种 ， 我 们 可 以 挑选 任何 一 种 作为 “代表 ”。 在 
这 里 ， 我 们 将 挑选 几 种 空间 群 作为 例子 ， 给 出 国际 表 中 有 关 各 页 
的 资料 ， 并 讨论 这 些 资料 的 含义 。 

首先 ， 让 我 们 总 结 一 下 前 一 章 中 讨论 过 的 一 些 重要 概念 。 在 
5-1 节 中 我 们 已 经 给 空间 群 这 一 名 词 下 过 定义 。 如 已 指出 ,空间 群 
的 对 称 操作 中 包括 了 全 部 初 基 点 阵 平移 {1|ta}. 点 阵 可 以 认为 是 
无 限 的 ， 也 可 以 认为 是 有 限 而 带 有 周期 性 边界 条 件 的 。 在 后 一 种 
情况 下 ， 我 们 令 m 等 于 有 限 点 阵 中 平移 的 对 称 操作 数目 。 除 了 这 
些 平移 操作 之 外 ， 还 要 有 h 个 对 称 操作 ， 包 括 点 对 称 操作 ， 滑 移 
对 称 操作 或 螺旋 对 称 操作 。 因 此 ， 空 间 群 总 共有 hm 个 对 称 操作 。 
我 们 把 这 8 个 操作 称 为 “基本 的 ” 操作， 而 把 其 它 由 这 个 操作 和 
初 基点 阵 平 移 相 乘 产生 的 点 操作 、 滑 移 操 作 或 螺 旋 操 作 称 为 “ 非 
基本 的 ?操作 。( 不 过 ， 我 们 要 一 再 强调 指出 ， 它 们 全 都 是 空间 群 
的 对 称 操作 , ) 至 于 确切 地 说 ， 我 们 究竟 要 将 哪些 对 称 操作 作为 基 
本 操作 ， 则 常常 是 一 个 需要 考究 的 问题 。 这 里 的 就 等 于 空间 群 
点 群 的 阶 。 这 一 点 以 及 与 此 有 关 的 问题 ， 实 际 上 早已 在 第 五 章 中 
讨论 过 。 我 们 在 后 面 还 会 遇 到 这 一 重要 概念 。 

为 了 用 合适 方法 描述 对 称 操作 ， 我 们 采用 常用 的 赛 效 算 符 即 
用 {RIt} 表 示 作 用 于 空间 一 点 的 一 个 操作 ， 此 处 R 代表 旋转 或 反 
上 映 ，t 代 表 平 移 。 于 是 单纯 的 初 基 点 阵 平移 按 国 际 符 号 则 表 为 
lta PEAR AES UH E | ta} ,此 处 t= mat mb +nge. 
而 描述 空间 群 所 必需 的 另 一 些 对 称 操 作 则 Bey EER |}, 
此 处 T 为 初 基点 泗 矢量 的 分 数 ， 也 可 能 为 零 。 至 于 那些 非 基 本 对 
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Peete, “SST DART a. SEAR TEA p 
对 不 同 的 对 称 操作 取 不 同 的 原点 。 不 过 ， 相 对 于 同一 个 原点 表示 
不 同 的 对 称 操作 也 是 可 能 的 ,我 们 在 后 面 将 盖 明 如 何 做 到 这 一 点 。 
6-3a 图 6-1a 所 示 是 国际 表 中 空间 群 P4/ 
m(Cln) 的 一 页 ， 图 6-1b 所 示 是 P4/nCC354;) 的 一 页 。 我 们 首先 介 
绍 一 下 页 顶 上 从 右 到 左 的 符号 。 右上 角 第 一 个 符号 是 空间 群 的 国 
际 符号 ， 它 下 面 是 空间 群 的 能 夫 利 斯 符号 。 接 着 ， 在 它 的 左边 是 
空间 群 序 号 。 空 间 群 序号 从 三 斜 晶 系 空 间 群 上 1 开始 ,其 序号 为 1， 
依次 编 到 立方 晶 系 空间 群 4e3d 为 止 ， 最 后 一 个 序号 为 230。 如 果 
在 提出 晶体 数据 的 同时 一 并 指明 其 空间 群 序 号 ， 我 们 就 可 以 根据 
序号 迅速 找到 这 一 特定 的 空间 群 资料 。 再 往 左 是 空间 群 的 “完全 ” 
国际 符号 。 对 于 此 处 所 举 的 两 个 例子 ， 我 们 看 到 “完全 ”符号 同 最 
右边 的 “简略 ”符号 相同 。 再 往 左 ， 是 按 国际 符号 写 出 的 点 群 符号 
GEALA 4/m), a, MAW WE RAR DAMA mA). 
在 讨论 国际 表 中 所 给 的 其 余 资料 之 前 ， 我 们 应 该 先 回 过 头 来 看 看 
这 些 不 同 的 符号 ， 并 比较 详细 地 讨论 一 下 通过 这 些 符号 我 们 能 够 
了 解 到 些 什么 

6-3b 空间 群 符号 ”在 国际 符号 中 ， 空 间 群 符号 的 第 -个 字 
母 代 表 点 阵 类 型 ， 了 为 初 基 的 ，1 为 体 心 的 ，f 为 面 心 的 ，(C (或 
A， 或 B) 为 底 心 的 (或 单 面 心 的 )， 为 萎 形 的 ， 这 在 第 三 章 中 已 
完全 讨论 过 。 于 是， 根据 这 些 符 号 以 及 它 所 属 的 咒 系 ， 我 们 也 就 
知道 了 正在 研究 的 究竟 是 14 种 布 拉 菲 点 阵 中 的 哪 一 种 ， 并 由 此 和 定 
出 这 一 页 上 其 余 资 料 所 用 到 的 局 用 单 胞 〈 见 附录 3)。 在 大 写字 和 母 
之 后 ， 有 完全 和 的 和 简略 的 两 种 符号 。 在 这 两 种 符号 中 ， 究 竞 写 出 
哪些 数字 和 字母 ， 这 与 空间 群 的 对 称 操 作 有 关 。 我 们 在 第 四 音 和 


第 五 章 中 已 经 对 此 做 过 讨论 。 读 者 还 记得 ， 符 号 4 表 示 有 一 个 4 
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位 置 数 

乌 科 夫 符号 

8 i l 
4 k m 
4 j m 
4 f 2 
2 h 4 
2 g 4 
2 f 2m 
2 @ Um 
| d 4im 
I c Alm 
l dim 
l a 4/in 
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agro 
原 点 在 中 心 (4/m) 
等 效 位 置 坐 标 
反射 条 件 

一 般 位 置 

XYZ; ,PZ X,},2; XPZ; Aki: 

PX YAZ XZ; YA AkO: |e 
o0: 
特殊 位 置 

IJ 

X,Y; 9,93 ¥,x,0; J¥,0, 无 条 件 

04,2; 2,0,2: 0,3,2; 3,0,2, Aki: hik=2n 

3.23 bd 

0,0,z; 0,02 无 条 件 

Odd: LO 

, hkk h+ke2n 
0,4,0; $,0,0. 
BET X 
| 
ZAJ 
004. ett 


0,0,0. 


Aé-la 国际 表 中 空间 群 P4/m(C1%) 的 一 页 ， 


Vox RSA HANSEL RO BETAT. TALE, | ab 4 次 加 
和 一个 与 此 轴 垂直 的 滑 移 面 。( 附 录 6 中 给 出 了 有 关 此 种 符号 
的 全 面 总 结 . ) 简 略 的 国际 符号 是 最 常用 的 ， 因 为 它 既 简洁 地 描述 
了 空间 群 ， 也 能 使 人 们 由 此 找 出 此 种 空间 群 所 具有 的 全 部 对 称 扣 
作 。 在 第 五 章 中 已 经 给 出 了 许多 如 何 做 到 这 一 点 的 例子 。 完 全 的 
国际 符号 能 将 更 具体 一 些 的 资料 表示 出 来 ， 不 过 ， 那 些 增加 的 对 
称 操作 总 能 够 从 简略 符号 中 的 对 称 操作 导出 ， 这 正 是 人 们 常常 不 
用 这 种 完全 符号 的 原因 。 尽管 如 此 ， 完 全 符号 在 特定 情况 下 也 还 
是 有 用 的 ， 因 为 它 能 立刻 告诉 我 们 另 一 些 对 称 元 素 所 在 之 处 . 
空间 群 的 能 夫 利 斯 符号 ， 在 图 6-1a 和 6-1b RRRA Cla A 
3,， 则 只 包含 很 少量 的 空间 妊 信 息 。 因为， 具有 相同 点 群 的 各 
种 空间 群 仅 用 一 组 数字 区 分 开 ， 要 从 这 些 数字 分 别 导出 各 个 空间 
群 的 操作 是 不 可 能 的 。 只 有 上 标 为 <1” 的 通常 是 用 来 表示 点 式 空 
间 群 (没有 滑 移 面 或 螺旋 轴 )， 但 除 这 一 小 点 信息 以 外 ， 上 标的 其 
它 数 字 基 本 上 是 任意 的 。 不 过 ， 在 另 一 方面 ， 能 夫 利 斯 符号 也 有 
它 的 优点 ， 这 就 是 它 允许 自由 选取 单 胞 轴 ， 而 国际 符号 则 不 行 . 


例如 ， 对 于 空间 群 PCC1)， 我 们 可 以 选取 另 一 种 单 胞 ， 其 体 
积 是 最 小 单 胞 的 两 倍 ，a 轴 和 轴 与 最 小 单 胞 的 轴 交 成 45" 角 。 这 
样 一 来 ， 它 的 符号 就 应 改 为 C (Cin, MAREI ERKAN 


是 底 心 的 ， 另 外 ， 在 图 6-1 所 示 的 两 个 例子 中 ， 符 号 Can 是 表示 
有 一 个 4 次 对 称 轴 和 一 个 与 此 轴 答 直 的 反映 面 ， 这 正好 同 国际 符 


号 声 的 含意 相同 ， 
6-3c AE ”我 们 看 到 ， 从 空间 群 的 能 夫 利 斯 符号 立即 可 以 
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GO 


U to 和 A Ò 


g l 
J 2 
e T 
d I 
č 4 
b 4 
g 1 
f 2 
e T 
d I 
c 4 
b 4 
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m F 4in No, $5 


3 $ 
beo 


BURIED, WET wes l 0 《与 下 面 选 的 原点 比较 ) 


等 将 位 置 坐 标 
反射 条 件 
一 般 位 置 
XP; i,},2, LEN A4Y,Z5 t -Ny,2 | hki. 无 条 件 
FOE WE AWE PEE AS hkO: hrk=2n 
007 无 条 件 
特殊 位 置 ， 条 件 同上 ,再 加 
”上 以 下 条 件 
010,25 0,0,7; tpz; 4,1,2 Akt. h+k=2n 
RRF Rad; wer ART | 
| Aki h,k=2n 
14,0; 33,0; 2,3,0; 31,0. 


0,3,2; 4,0,2. 无 附加 条 件 


k al 


O0 4,4,4. 2 a 4 00,0; 440 ` hki: h+k=2n (a and b) 
- -a1 1 
MAKI, EIA, 4, 0 Sh mA 


xyz; Xd AWTS ys 
AJZ athe Bt Jati 


Liz: B42; 422 ił- 
l 


RAT 0,4,3; 4,0,4. 一 般 位 置 和 特殊 
| 位 置 条 件 都 同上 
0,0,0;* 3,4,0; 0,4,0; 4,0,0. | 


i 
4,34; RAT 2 a 4 43,0; 3,3,0. 


图 6-1b BR Pah P4/n (CZ) H—-H. 


看 出 空间 群 的 点 群 是 什么 。 如 果 主 要 兴趣 在 于 点 群 ， 那 么 采用 能 
夫 利 斯 符号 是 比较 方便 的 。 不 过 ， 从 空间 群 的 国际 符号 找 出 空间 
群 的 点 群 也 不 困难 。 这 只 要 将 所 有 的 螺旋 轴 都 用 它们 等 价 的 点 式 
ERR, MAI Biel, Mc), ndg mR, BRK 
点 阵 符号 ， 那 么 最 后 得 到 的 就 是 点 群 的 国际 符号 了 。 为 了 着 重 指 
出 这 是 很 容易 做 到 的 ， 我 们 在 下 面 列举 了 几 个 例子 ， 


空间 群 点 群 
P2,/e(C 3») = (Cop) 
12,2,2,(D3) `. 222(D,) 
Pna2,(C3,,) mm2(Coy) 

I 4,/acd( D2} 4/mmm( Dan) 
Fd3c(Os) m3m( On,) 


从 空间 群 符号 导出 空间 群 点 群 所 用 的 方法 正好 和 我 们 的 数学 定义 
相同 ， 即 是 说 ， 如 果 在 空间 群 中 将 所 有 平移 都 变 为 零 ， 那 么 剩 下 
来 的 对 称 操作 的 集合 就 是 点 群 。 在 6-6 节 中 我 们 将 证 明 按照 此 种 
方法 得 到 的 对 称 操作 的 集合 确实 是 一 个 群 ， 并 且 具 体 地 说 ， 是 32 | 
种 结晶 学 点 群 之 一 。 

6-3d 俯视 图 对 于 图 6-1a 和 图 6-1b， 我 们 所 要 讨论 的 下 
一 个 内 容 是 关于 空间 群 的 俯视 图 。 前 已 指出 ,除了 立方 晶 系 以 外 ， 
所 有 空间 群 的 俯视 图 都 已 给 出 。 读 者 还 记得 ,在 前 一 章 讨 论 中 ,这 
些 图 示 的 惯用 方法 是 取 原 点 在 左上 角 ，a 轴 指向 页 底 ,6 轴 指 向 右 ， 
c 轴 从 页 面 指向 外 。 可 以 看 到 ， 左 边 的 图 所 表示 的 是 将 对 称 操作 
作用 于 用 圆圈 代表 的 一 个 一 般 点 上 的 结果 。 如 在 1-2 节 中 所 述 ， 
圆 半 在 ab 平面 上 侧 的 则 标 以 正 号 ， 在 下 侧 的 则 标 以 负 号 ， 带 逗号 
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圆圈 是 不 带 带 号 圆圈 的 对 形 点 ( 镜 象 )、 当 一 个 圆 图 直接 处 于 为 一 
个 圆圈 之 上 时 ， 二 者 则 分 别 用 垂直 线 分 开 的 两 个 半圆 表示 ， 如 图 
6-1c 所 示 。 还 需要 指出 一 点 ， 所 有 的 俯视 图 都 是 用 布 拉 菲 惯用 单 
胞 作出 的 ， 

右边 的 俯视 图 所 表示 的 是 单 胞 中 的 对 称 元 素 。 注意， 这 里 厂 
上 角 的 符号 所 表示 的 是 平面 或 "平面 (参看 附录 6)。 如 果 将 图 6- 
1a 和 图 6-16 中 的 俯视 图 比较 ~ 一下， 我们 就 会 看 到 , 彼此 关系 非常 
密切 的 两 个 空间 群 可 能 在 单 胞 中 有 所 处 位 置 完 全 不 同 的 对 称 操 
作 。 

6-3e 一般 等 效 位置 的 数目 ”我们 注意 到 ， 在 图 6-1a 和 图 6- 
tb 中 的 单 胞 轮廓 线 之 内 有 八 个 圆 网。 这 个 数目 正好 等 于 点 群 的 阶 
(点 群 对 称 操 作 的 数目 )。 于 是 ， 对 于 点 群 为 4/m (Csn) 的 空间 群 ， 
我 们 有 R= 1, 4. 2. 4. 1. am, PE, Cy Ci. CRR 
Sis Crm S) WAEA 怀 对 应 的 Tt 值 则 将 与 具体 的 空间 群 有 
关 。 然 而 ， 馈 用 的 体 心 、 面 心 和 底 心 布 拉 菲 点 阵 单 胞 ， 其 中 所 包 
含 的 阵 点 数 依次 是 它们 初 基 单 胞 中 阵 点 数 的 2 、4 、2 们 ,因此 ， 
在 国际 表 的 空间 群 图 中 ， 这 些 点 阵 的 惯用 单 胞 中 所 包含 的 一 般 等 
效 位 置 数目 也 总 是 初 基 单 胞 中 一 般 等 效 位 置 数目 的 2 、4 、2 售 ， 
MERE RR 点 阵 中 取出 六 方 单 胞 的 情况 ， 则 六 方 单 胞 中 一 般 等 
效 位 置 数目 就 是 菱形 单 胞 中 一 般 等 效 位 置 数 目的 三 们 。 记 住 这 一 
点 是 很 重要 的 

还 必须 指出 ， 在 任何 与 空间 群 有 关 的 计算 问题 中 ， 例 如 振动 
简 正 模 或 电子 能 级 本 征 数 的 计算 ， 通 常 的 方法 是 选取 恰当 的 初 基 
单 胞 结合 hh 个 操作 来 进行 的 ， 不过， 我 们 也 可 以 选取 复式 初 基 单 
胞 ， 即 用 布 拉 菲 惯用 单 胞 进行 计算 ， 只 要 特别 注意 有 心 化 条 件 就 
可 以 了 ， | / / | 
6-3f 复式 初 基 单 胞 图 6-2 所 示 的 两 页 是 取 自 国际 表 中 
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四 方 4/m 


原 辟 在 中 心 (4jm) 
fe 等 效 位置 坐 标 
乌 科 夫 符 号 反射 条 和 件 
FAX BYE (0,0,0; 3,3,4)4+ 
| 一 般 位 置 
16 i [ o xyz, E23 MZ R73 hki: h+k+l=2n 
JX; YAZ; FZ; YX kkO: (h+k =2n) 
00: (=2n) 
特殊 位 置 ， 条 件 间 上 ， 再 
加 上 以 下 条 件 
8 A m0 0 XO0; y,%,0. ， 无 附加 条 件 
8 g 2 042; 0,4,2; 4,0,z;  4,0,2. Aki; l=2n; (h+k=2n) 
3 J L bbe ibh bèi ibi hki: h,k,)=2n 
4 e + 002: 00,2. Fe PE IM HE 


4 d 4 0,14. #0,4- 
4 c 2/m 0,4,0; 4,0,0. 


2 b 4m 0.0.4. 
2 a åm 0,0,0. 


图 6-2a 


fa l=2n; (h+k=2n) 
| 天 加 条件- 


国际 豆 中 空间 群 14/m (C44) 的 一 页 。 


的 另 两 个 空间 群 ， 即 14/m(Cin) 和 IL4./a(C$n)， 它 们 与 图 6-1 所 
、 4 
MPS RSE. RUBS ERRARE 


(Csn)， 正 好 与 图 6-1 相同 。 然 而 ,国际 符号 中 的 “1” 表 示 其 布 拉 
非 点 阵 是 体 心 的 ， 相 应 地 ， 这 些 空 间 群 俯视 图 的 惯用 布 拉 菲 单 胞 
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No. 88 1 4,'a 四 方 4/m 


3 
4 
> 
8 
原点 在 4， 距 1 为 0， A, C5 Fim BD 
位 置 数 等 效 位 置 坐 标 
BREE 反射 条 件 
Riad BREE | (0,0,0; 3.3,4)+ 
一 般 位 置 
16 J L Xp,2; KY,2; Xt -rioz hki he k+l=2n 
¥,%,2; y,%,Z; PAN EA: 了 AkO: h,(k)=2n 
00: J=4n 
特殊 位 置 ， 条件 同 上 ， 再 
加 上 以 下 条 件 
8 e 2 60,2; 00,7; O42; OLd-2 hki 2k +1=2n +1 or 4n 
8 d 1 Ohi; 0,3,8; pOg 302. hki. 1 (h+k\=2n+1 
' cr [h, k, (0) =2n 和 | 
8 € T Oki 034} 3:03; 20.8. h+k+l=-4n] 


, (aM b) 
4 b 4 0,04; 0,4,2. 4 a 4 000; 0,$,1. hkl: 2k+l22n+1 or dn 


原点 在 I 距 4 为 0，, 二， 训 ( 同 上 面 选 的 原点 比较 ) 
(0,0,0; 于 二 二 十 


16 f 1 xyz; 34-25 $—ydexttz; tył- yrtti 
fp,2; XX t+y,$-X,4-Z: $—yGtx,$-2. 


8 e 2. 0,3,2; 0,2,2; 0,4,4-2; O,3,242. 

: 一 般 位 置 和 特 获 
gs & I 00!;: 084; bpb hi 位 置 ， 条 件 同 上 
8 c I 000; 040 hbi 244. 
4 b 4 Ohi 0,32. 4 a 4 934; OJA 


图 6~2b 国际 表 中 空间 群 4/0 (C44) 的 一 页 。 
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中 就 有 2h = 16 个 圆圈 (一 般 等 效 位 置 ). 
6-39 非 基 本 对 称 操作 ”根据 图 6-2a 中 的 符号 14/m， 我 们 
就 可 以 类 定 这 一 空间 群 是 点 式 空 间 群 (我 们 将 扼要 地 讨论 一 下 根 
据 国 际 表 所 给 出 的 资料 来 确定 这 一 点 的 其 它 方法 .) 不 过 ， 图 中 还 
表示 出 在 c/4 高 度 上 有 一 个 ? 滑 移 面 ， 此 外 还 有 2: 和 42z eR. Be 
者 可 能 会 认为 ， 由 于 出 现 了 这 样 一 些 对 称 操作 ， 押 以 应 当 是 非 点 
式 空间 群 ， 但 这 种 看 法 是 错误 的 为 了 弄 清楚 这 个 问题 ， 关 键 之 
点 在 于 ， 要 完全 描述 空间 群 的 对 称 操 作 ， 我 们 有 4 个 {KK|t} 形式 
的 基本 对 称 操作 就 可 以 了 ， 尽 管 我 们 没有 特别 提 及 ， 而 平移 操作 
{11t,} 无 疑 总 是 存在 的 。 正 是 这 有 个 操作 同 适当 的 布 拉 非 点 阵 的 
初 基 单 胞 一 起 ， 确 定 了 与 空间 群 有 关 的 每 一 问题 。 不过， 对 于 给 
定 的 单 胞 ， 这 h 个 对 称 操作 常常 也 隐 含 着 由 乘积 KIT} (1 ts 
生 的 其 它 对 称 操 作 。 要 看 出 这 一 点 ， 其 实 并 不 需要 举 图 6-2a 中 


TA (Ch, 为 例 ， 实 际 上 ， 图 6-1a 示 出 的 不 太 复 杂 的 空间 群 已 和 
(C1;) 也 能 说 明 同 样 结果 ， 在 这 里 ， 八 个 {R10} 形式 的 对 称 操作 
就 可 以 完全 描述 这 一 空间 群 ， 此 处 RA (Co) 的 八 个 点 操 


作 。 然 而 ， 这 些 操作 还 隐 含 着 通过 ( i 0, ojm o, z o) 
点 的 2 次 轴 。 就 对 称 操作 来 说 ， 结 晶 学 家 和 固体 领域 其 他 科学 家 
之 间 有 不 同 的 兴趣 。 通 常 结晶 学 家 想 要 知道 空间 群 的 每 一 个 对 称 
操作 ， 因 为 这 有 助 于 他 们 了 解 原子 之 间 的 关系 。 而 其 他 固体 学 家 
则 想 要 知道 为 完全 描述 空间 群 最 少 需要 多 少 个 和 多 少 种 对 称 操 
作 。 实 际 上 ， 为 了 准确 地 识别 空间 群 ， 所 需要 的 资料 正 是 此 种 点 
阵 类 型 和 - = 般 等 效 位 置 表 ， 而 其 它 资 料 则 是 多 余 的 ， 尽 管 那些 也 
是 很 有 用 的 。 
6-3h ”原点 在 图 6-1 和 图 6-2 中 ， 我 们 在 紧 靠 锯 视 图 的 下 方 
可 以 看 到 一 行文 字 说 明 ， 指 出 了 各 个 等 效 位 置 坐标 所 用 的 原点 
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在 括号 中 还 给 出 了 这 一 原点 的 位 置 对 称 性 ， 这 是 我 们 将 要 在 下 面 
讨论 的 。 对 于 点 式 空间 群 ， 通 常 是 将 原点 取 在 位 置 对 称 性 等 于 空 


间 群 点 群 的 点 上 ， 我 们 很 容易 看 出 ， 空 间 群 P ”和 了， ERRA 


选取 原点 的 。 但 是 ， 对 于 非 点 式 空间 群 ， 则 常常 是 将 原点 取 在 具 
有 最 高 对 称 性 的 点 上 。 如 果 有 一 点 是 反 演 中 心 ， 那 么 就 常常 取 这 


一 点 为 原点 。 至 于 空间 群 Po Al 4,/a, 我 们 从 表 上 可 以 看 到 , 给 


出 的 就 是 两 套 相 对 于 不 同 原点 的 坐标 。 这 里 ,我 们 应 当 认 识 到 , 原 
点 的 选取 仅 只 是 一 个 如 何 选 才 方便 的 问题 ， 实 际 上 ， 单 胞 中 任何 
一 点 都 可 以 选 作 原点 . 

6-3i ”反射 条 件 ” 在 国际 表 每 一 页 的 右边 ， 列 出 了 天 射线 反 
射 条 件 。 这 些 条 件 对 于 结晶 学 家 来 说 是 很 重要 的 ， 因 为 ， 为 了 从 
大 射线 衍射 花样 确定 空间 群 ， 这 些 条 件 是 很 有 用 的 。 另 外 ， 在 电 
子 能 带 结 构 的 点 阵势 计算 中 ， 也 涉及 到 这 些 条 件 。 不 过 ， 我 们 不 
准备 进一步 讨论 这 方面 的 问题 。 

6-3j 等 效 位 置 的 位 置 数 、 乌 科 夫 符号 、 点 对 称 性 和 坐标 
现在 我 们 来 讨论 有 关 每 一 个 空间 群 的 资料 的 剩余 部 分 。 由 于 这 四 
个 方面 的 资料 是 紧密 相关 的 ， 所 以 我 们 把 它们 合并 在 一 小 节 里 讨 
论 。 对 于 每 一 种 可 能 位 置 ， 我 们 都 用 一 个 字母 代表 ， 其 中 ， 位 置 
对 称 性 最 高 的 用 “oo? 代表 ， 由 此 开始 按 字母 顺序 排 下 去 。 直 到 位 
置 对 称 性 最 低 的 1 (C) (一 般 位 置 ) 为 止 。( 注 意 ， 可 能 有 好 几 种 
位 置 具有 相等 程度 的 位 置 对 称 性 . ) 这 种 代表 位 置 的 字母 就 称 为 鸟 
科 夫 符号 ， 通 常 是 在 各 页 下 部 按 相反 次 序列 出 。 例 如 ， 在 前 面 6- 
2 节 石 灰 石 的 例子 中 ， 可 以 看 出 结晶 学 家 在 表示 结构 的 位 置 资 料 
时 通常 是 如 何 使 用 乌 科 夫 符 号 的 ， 

同 乌 科 夫 符号 在 一 起 的 是 一 个 数字 ， 它 表示 每 一 空间 群 中 特 
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CE MRO. Hinz PS (Cl), mE- 所 
示 ， 其 中 标号 为 a、b、c、d 的 ， 可 能 位 置 只 有 一 个 ， 标 号 为 e、 
f、g、h 的 ， 可 能 位 置 有 两 个 ， 标 号 为 i、j、& 的 ， 可 能 位 置 有 四 
个 ,标号 为 【的 ， 可 能 位 置 有 八 个 。 

对 于 每 一 种 类 型 的 各 个 位 置 ， 空 间 群 对 称 操作 {有 |] 将 使 它 
们 的 坐标 相互 变换 。 我们 从 表 上 可 以 看 到 ， 每 一 种 类 型 的 所 有 位 
置 坐标 都 具体 列 出 了 。 例 如 已 和 ， 其 中 81 位置 有 八 个 坐标 ,所 描 
述 的 就 是 此 种 空间 群 单 胞 中 八 个 一 般 等 效 位 置 。 当 然 ， 这 八 个 位 
置 是 通过 空间 群 对 称 操作 {R1T} 彼 此 相关 的 ， 这 一 点 读者 自己 可 
以 去 验证 。 在 所 有 这 些 对 称 操作 的 作用 下 ， 标 号 为 14、1b、1c、 
1d 的 各 个 位 置 ， 每 一 个 都 转换 为 其 自身 。 而 对 于 2e 位置, 则 有 两 
个 点 相互 发 生 转 换 ， 其 它 位 置 依 此 类 推 ， 

因此 ， 每 一 位 置 的 位 置 对 称 性 就 是 从 这 一 特定 位 置 来 看 晶体 
的 点 对 称 性 ， 换 名 话说， 就 是 取 这 一 特定 位 置 为 原点 时 晶体 的 点 
对 称 性 。 它 所 告诉 我 们 的 就 是 ， 在 什么 样 的 对 称 操作 作用 下 ， 晶 
体 将 变换 到 某 一 等 效 位 置 而 仍然 保持 这 个 原点 不 动 。 由 此 得 到 的 
这 一 组 点 对 称 操作 ， 总 是 构成 32 种 结晶 学 点 群 之 一 ， 这 些 点 群 都 
已 用 国际 符号 列 在 表示 点 对 称 性 的 纵 行 中 。 

现在 再 来 考虑 图 6-1a 所 示 的 点 式 空间 群 Pt/m(Cin)。 这 里 ， 
位 置 对 称 性 为 2 Cn 的 有 四 个 不 同 位 置 ， 它 们 是 14、16、16、 
id. 考察 一 下 它们 的 坐标 和 图 ,可 以 看 到 这 些 位 置 都 在 4 次 轴 上 ， 
高 度 为 0 或， 并 且 同时 还 在 镜面 上 ， 高 度 为 0 或 了 的 任何 其 它 
位 置 ， 至 少 有 镜 面 对 称 性 ， 这 些 就 是 2e、2f、4j、 包 位 置 ， 同 
样 ， 我 们 可 以 看 到 ，2g 和 24 的 位 置 对 称 性 是 4(C4s)， 因 为 它们 的 
等 效 位 置 是 在 各 个 4 次 轴 上 ， 但 在 镜面 之 上 或 之 下 。 至 于 --- 般 位 
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置 ， 其 位 置 对 称 性 必然 是 1(C1), 因 为 根据 定义 ， 它 不 会 在 任何 对 
称 元 素 上 。 原 子 所 在 之 处 ， 只 要 对 称 性 不 是 1(C1) ,就 称 之 为 特殊 
位 置 . 

我 们 不 要 忘记 ， 所 谓 位置 对 称 性 就 是 保持 这 一 特定 位 置 不 动 
的 点 群 . 因此 ， 在 非 点 式 空间 群 中 ， 为 了 确定 位 置 对 称 性 ， 需 要 
略 去 含有 非 零 T 的 操作 。 例 如 ， 虽 然 在 空间 群 忆 中 ,(0，0，0) 
或 (0，0, 亏 ) 的 位 置 对称 性 是 4 (Cin)， 但 在 非 点 式 空间 群 已 4 
中 ， 同 样 位 置 的 位 置 对 称 性 只 是 CS4)。 

WPA ORI, F, CORA, RB) HERE bTM RE 
复式 初 基 单 胞 ， 因 而 其 中 各 等 效 位 置 的 位 置 数 依次 是 这 些 点 阵 初 
基 单 胞 中 等 效 位 置 数 的 2?、4、2 倍 。 例 如 ， 在 14/m 中 ，“ 等 效 点 举 


标 ?应 该 包括 表 中 列 出 的 各 个 坐标 以 及 每 一 个 再 加 上 ( 2 1) 


的 所 有 坐标 。 此 种 运算 在 表 上 是 用 一 个 简短 方式 表示 为 “(0,0,0; 


1, L, 去 )+” 对 于 体 心 点 阵 来 说 ， 它 明确 地 反映 了 有 心 条 件 . 


同样 ， 对 于 F 心 布 拉 非 点 阵 ， 则 表 为 4(0， 0, 0; 0, a Shy 
Ors > +0) 4" WFC D> RE, MEA “(o, 0, Os T 
0) +2。 这 种 表示 方法 可 以 使 表 中 所 列 坐 标 少 一 些 。 

要 注意 的 一 点 是 ， 对 于 属于 某 一 个 具体 空间 群 的 晶体 ， 其 中 
原子 并 没有 必要 处 于 所 有 的 不 同位 置 c、0……。 例 如 ， 某 个 晶体 
可 能 属于 空间 群 (C4)， 但 其 中 原子 只 处 于 14 和 81 位 置 。 不 
同 的 晶体 可 能 有 相同 的 空间 群 ， 但 这 一 晶体 中 的 原子 可 能 处 于 所 
Ala, 1b, ee 中 位 置 ， 而 另 一 晶体 中 的 原子 可 能 正好 都 处 于 8! 
位 置 。 另 外 一 个 要 注意 之 点 是 ， 如 果 在 某 个 确定 位 置 上 有 一 个 原 
子 ， 那 么 对 称 性 就 要 求 在 所 有 对 称 相关 位 置 上 都 有 同 种 类 型 的 原 
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子 。 比 如 说 ， 如 果 在 PO ak eR LAURE, 那么 就 一 定 


有 4 个 氧 原子 ,而 每 一 个 氧 原子 所 在 的 位 置 都 具有 镜面 对 称 性 .也 
许 我 们 应 该 强调 指出 , 如 果 说 在 空间 群 的 所 有 对 称 操 作 的 作用 下 ， 
标号 为 8 的 八 个 位 置 相 互 变 换 ， 那 么 ， 所 有 这 八 个 位 置 一 定 由 同 
种 原子 占据 。 不 过 ， 这 样 的 情况 也 是 可 能 的 ， 即 八 个 同 种 原子 处 
于 8i 位 置 ， 八 个 另 一 种 原子 也 处 于 8! 位 置 ， 但 由 于 两 组 原子 在 实 
体 上 不 可 能 彼此 重 僚 ， 所 以 它们 的 坐标 (x，y， 引 应 该 是 不 同 的 。 
事实 上 ， 可 能 有 许多 组 原子 处 于 同一 类 位 置 。 不过， 这 具有 当 至 
少 有 一 个 坐标 参量 自由 可 调 ， 即 从 对 称 性 看 来 有 某 个 参量 不 确定 
时 , 才 可 能 在 同一 类 位 置 上 有 不 止 一 组 原子 。 例 如 ,在 P4/m(Ci) 
中 ， 位 置 a ~ f 从 对 称 性 看 来 是 完全 确定 的 ， 而 位 置 g9- ! 则 有 可 调 
节 的 参量 ， 

6-3k 如何 鉴别 点 式 空间 群 ”在 国际 表 右 上 角 或 左上 角 给 
出 的 标准 简略 符号 中 ， 已 经 包含 有 为 确定 此 种 空间 群 究 竟 是 氮 式 
的 还 是 非 点 式 的 必要 信息 。 如 果 这 个 符号 中 没有 标明 的 螺旋 轴 或 
滑 移 面 ， 那 么 空间 群 就 是 点 式 的 。 如 果 有 标明 的 某 种 螺旋 轴 或 滑 
移 面 ， 那 么 空间 群 就 是 非 点 式 的 。 不 过 ， 在 应 用 这 一 判别 规则 时 
必须 小 心 ， 因 为 国际 符号 是 随 着 单 胞 轴 的 选取 而 变 的 (参看 下 一 
节 )。 实 际 上 ,为 了 鉴别 空间 群 是 否 是 点 式 的 ， 还 有 另 一 种 简单 方 
法 ， 即 ， 点 式 空间 群 在 单 胞 中 一 定 至 少 有 一 个 位 置 具有 与 空间 群 
点 群 相同 的 位 置 对 称 性 。 考查 一 下 图 6-1 和 图 6-2 所 示 四 种 空间 


群 中 的 一 些 位 置 ， 我 们 立即 看 出 ， 对 于 空间 群 PCC4n) 和 /三 
(Cin) ， 其 中 就 有 几 个 对 称 性 为 “的 位 置 。 然 而 ， 对 于 A N 
P 和 (C3;) 和 1 全 (C$%) 就 没有 对 称 性 为 ”的 位 置 。 因 此 ， 后 两 种 
空间 群 一 定 是 非 点 式 空 间 群 。 
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现在 ， 我 们 来 考虑 初 基 单 胞 ， 在 点 式 空间 群 中 ， 位 置 对 称 性 
等 于 空间 群 眠 群 的 那些 位 置 ， 其 “等 效 位 置 娄 ”一定 等 于 一 ， 例 如 


PiP la, 1b, 1e, 1d. 显然 , 这 是 因为 在 全 部 点 群 和 空间 群 


对 称 操 作 作 用 下 ， 这 些 位 置 一 定 转 换 为 它 的 本 喘 。( 不 要 感 记 ,我 
们 总 可 以 通过 初 基点 阵 平移 {1|t} 使 这 些 点 移动 ， 而 这 种 平移 相 
关 的 所 有 点 ,我 们 也 称 之 为 等 同 点 或 等 效 点 .) 对 于 非 扩 式 空间 群 ， 
也 有 位 置 的 “等 效 位 置 数 ”都 至 少 为 二 ， 因 为 在 空间 群 的 所 有 对 称 


操作 作用 下 ， 单 胞 中 没有 保持 不 变 的 位 置 ， 比 如 在 Poop, Ri 


看 到 具有 最 高 对 称 性 (4 ) 的 位 置 也 有 两 个 等 效 位 置 . 一 般 说 来 ,对 
于 给 定 的 一 组 等 效 位 置 ， 等 效 位 置 数 乘 以 位 置 对 称 性 点 群 的 阶 等 
于 空间 群 点 群 的 阶 。 这 一 上 段 陈 述 显然 全 部 运用 于 任何 -一 种 布 拉 菲 
点 阵 ， 只 要 考虑 的 是 初 基 单 胞 而 不 是 惯用 复式 初 基 单 胞 。 但是， 
如 果 对 1、 了 或 C( 或 4 或 B) 布 拉 菲 点 阵 应 用 以 上 陈述 ， 则 国际 表 
中 列 出 的 “等 效 位 置 数 ” 需 要 除 以 2?、4 或 2。 从 图 6-2 所 示 的 空间 群 


IŻ 和 了 鱼 就 可 以 看 出 这 一 点 


6-31 不 同 定 同 这 一 小 节 ， 在 某 种 意义 上 说 是 一 个 出 于 慎 
重 的 注解 。 对 于 230 种 空间 群 中 的 每 一 种 ， 国 际 表 中 所 给 出 的 都 
是 “标准 的 简略 符号 ”和 “标准 的 完全 符号 ”。 不过， 我 们 侦 而 也 用 
到 其 它 一 些 选 取 单 胞 轴 的 方法 ， 于 是 ， 对 于 给 定 的 空间 群 ， 国 际 
符号 就 会 变 得 完全 不 同 。 有 所 辛 ， 那 种 有 较 大 任意 性 的 能 夫 利 斯 符 
号 倒 反 而 与 这 种 细节 无 关 。 因 此 ， 如 果 用 能 夫 利 斯 符号 来 表述 特 
定 品 体 的 空间 群 ， 此 种 混乱 就 可 以 避免 了 。 在 国际 表 的 表 6.2.1 
中 ， 列 出 了 与 单 胞 不 同 定 回 对 应 的 空间 群 符号 ， 

在 单 斜 空间 群 中 ,不 同 定 回 的 可 能 性 已 在 前 面 章 节 中 讨论 过 。 

。164 。 


我 们 记得 , “第 一 种 定向 ?是 取 2 次 轴 沿 着 c 轴 ,“ 第 二 种 定向 ”是 到 
2 次 轴 沿 着 b 地 。 例 如 ， 空 间 群 C 和 的 国际 符号 , 按 第 一 种 定向 为 


PE, RAEN PS. 结晶 学 家 通常 是 用 第 二 种 定向 ， 不 


过 并 不 总 是 如 此 。 

对 于 正 交 空间 群 ， 情 况 稍 为 复杂 些 ,因为 4a、b、c 三 个 轴 常 常 
可 以 交换 。 例 如 空间 群 No. 41，C 23， 由 于 取 轴 的 方法 不 同 ， 可 
以 写成 4bu2?、B2cb6、Ce2a、Ac2a、Bba?、C2cb 等 好 几 种 国际 符 
号 。 对 于 不 熟悉 的 人 来 说 ， 这 些 符号 看 来 是 很 不 同 的 、 不 过 ， 本 
书 的 读者 应 能 立即 认识 到 ， 不 管 是 娜 一 种 符号 ， 我 们 所 讨论 的 都 
是 点 群 为 mm2 的 底 心 布 拉 菲 点 阵 、 因 此 ， 上 面 列举 的 各 种 符号 所 
表示 的 全 都 是 在 垂直 于 2 次 轴 的 两 个 方向 上 有 轴 向 滑 移 的 正 交易 
系 。 于 是 ， 根 据 这 一 信息 ， 我 们 就 能 把 此 种 空间 群 从 大 多 数 其 它 
空间 群 中 识别 出 来 。 

对 于 四 方 空间 群 ， 除 了 选用 初 基 单 胞 的 a、b、c 轴 之 外 ,有 时 
也 选用 新 轴 a +b、b-a、c， 这 样 一 来 ， 忆 单 胞 就 变 成 了 较 大 的 C 
ob Bee. fino. 92, Di, 由 于 选取 了 新 轴 ， 国 际 符号 就 由 P41 
2,2 变 为 C4:22:。 同 样 ， 四 方 体 心 的 ! 空间 群 会 由 于 选取 新 轴 而 变 
为 F 空 间 群 ， 例 如 D3?, 其 国际 符号 就 由 142d 变 为 下 4d2. 这 里 ， 
请 读者 注意 符号 顺序 的 变化 ， 

空间 群 国 际 符号 由 于 单 胞 的 不 同 定向 而 有 所 变化 ， 尽 管 可 能 
常常 使 固体 科学 家 觉得 有 些 混乱 ， 但 这 是 合乎 逻辑 的 。 总 之 ， 我 
们 会 看 到 ， 为 了 使 所 讨论 的 空间 群 清 清楚 楚 ， 把 熊 夫 利 斯 符号 和 
空间 群 序号 同 空间 群 国际 符号 并 用 ， 这 是 有 其 优点 的 。 

6-3m 空间 群 的 另 一 些 例子 ”在 这 一 节 中 , 我 们 将 再 举 几 个 
空间 群 的 例子 ， 并 简要 地 指出 从 国际 表 中 可 以 获得 哪些 知识 ， 而 
这 些 都 只 不 过 是 为 了 强调 一 下 我 们 在 本 章 中 已 经 学 到 过 的 一 些 要 
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点 页 已 。 当 我 们 讨论 每 一 个 例子 的 时 候 ， 读 者 应 该 查阅 一 下 国际 
表 中 与 此 对 应 的 那 一 页 。 

首先 看 三 斜 空间 群 No.1，P1CC1)， 我 们 发 现 它 只 有 一 个 对 
称 操作 {110}， 因 而 它 只 有 一 种 位 置 14。 所 以 ， 在 具有 这 种 空间 
群 的 晶体 结构 中 ， 所 有 原子 都 处 于 这 种 类 型 的 位 置 ， 但 Xx，y，z 
不 同 。 另 一 个 三 斜 空 间 群 是 Wo. 2，PI(C!)， 它 有 两 个 对 称 操 作 
{110} 和 {110}。 由 此 ， 我 们 得 到 八 个 特殊 位 置 ， 它 们 是 10 一 1h， 
全 都 具有 反 演 中 心 ， 即 位 置 对 称 性 为 1( 按 熊 夫 利 斯 符号 为 5 或 
C). 显然, 由 于 这 些 具有 最 高 对 称 性 的 特殊 位 置 都 具有 点 群 的 对 
称 性 ， 所 以 这 两 种 空间 群 都 是 点 式 空间 群 ， 

对 于 单 斜 空间 群 ， 也 像 三 斜 空间 群 一 样 ， 只 有 很 少 的 对 称 操 
作 ， 因 而 只 有 很 少 的 一 般 位置 ， 所 以 ， 要 写 出 空间 群 的 所 有 对 称 
操作 并 不 困难 。 同 时 ， 我 们 也 不 难看 出 各 种 特殊 位 置 和 空间 群 对 
称 操作 之 间 的 关系 。 现在， 我 们 用 第 二 种 定向 来 进行 讨论 。 我 们 
先 来 考虑 No.4，P2.(C3). 这 是 非 点 式 空间 群 ， 其 点 群 为 2CC,). 
并 且 ， 因 为 点 群 只 有 两 个 对 称 操作 1 和 2[010]， 所 以 每 一 个 位 置 
一 定 都 是 一 般 位 置 , 而 两 个 一 般 位 置 通 过 2, 螺 旋 轴 操作 发 生 联系 。 

从 俯视 图 上 ， 我 们 很 容易 确定 出 此 种 空间 群 的 基 本 对 称 操作 是 


(1103 和 {2[010]iT(C0， z OGRE | 0}4M(C2£0103|160,5-40)}), 


对 于 点 式 空间 群 No.5，C2CC2)， 它 是 底 心 的 ， 有 两 个 基本 对 称 
操作 。 然 而 ， 俯 视图 所 给 出 的 是 复式 初 基 布 拉 菲 惯用 单 胞 ， 其 中 


含有 两 个 按 通常 有 心 条 件 (0，0，0; +，-,0 ) 联 系 起 来 的 阵 点 ， 


这 里 请 注意 ， 2 次 对 称 操作 同 有 心 条 件 相 结合 ， 就 导出 了 2, 螺 旋 

对 称 操作 。 在 此 种 空间 群 中 ， 特 殊 位 置 2a 和 2b 都 具有 2(C2) 的 位 

置 对 称 性 ， 正 是 我 们 对 点 式 空间 群 所 预期 的 ， 这 就 是 空间 群 的 点 
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群 。 现 在 ,我 们 再 来 考虑 初 基 的 非 点 式 空间 群 No. 14,P (C3)、 
这 种 空间 群 的 点 群 是 乞 (Cz)， 有 四 个 对 称 操作， 从 俯视 图 可 以 


看 出 ,如 果 任 取 一 个 固定 的 原点 在 所 示 单 胞 的 中 心 上 , 我 们 就 可 以 
确定 这 种 空间 群 的 对 称 操作 是 


{1 |o}, {200101|1(0.—-. +) 


{mCo10It(0, 5, yh, fi | o}, 

而 特殊 位 置 全 都 在 反 演 中 心 上 。 需 要 指出 的 一 个 重要 问题 是 ， 这 
里 写 出 的 含有 非 点 式 平移 的 两 个 对 称 操 作 ， 并 不 是 我 们 在 前 面 定 
义 过 的 真 滑 移 面 和 咖 旋 轴 ， 它 们 仅仅 是 由 于 我 们 对 全 部 对 称 操作 
强行 规定 了 一 个 不 动 的 原点 而 产生 的 。 这 实际 上 是 描述 空间 群 对 
称 性 的 另 一 种 方式 。 为 了 给 出 真 螺旋 轴 或 滑 移 面 ， 就 必须 按 空间 
群 俯视 图 所 示 的 ， 把 它们 的 原点 取 在 不 同 的 位 置 上 。 那 种 相对 于 
固定 原点 规定 对 称 操作 的 概念 ， 我 们 将 在 6-5 节 中 详细 讨论 . 

对 于 正 交 晶 系 , 我 们 来 考虑 两 个 空间 群 No.16，P222(D3) 和 
No。17,P222.《D3)。 前 者 是 点 式 空间 群 , 它 准确 地 指出 了 我 们 所 
预期 的 内 容 。 其 中 ,特殊 位 置 或 者 在 三 个 2 次 轴 的 交点 上 ,此 处 的 
位 置 对 称 性 为 222(D,)， 或 者 在 三 个 2 次 轴 中 的 一 个 轴 上 ， 此 处 
的 位 置 对 称 性 为 2 (C). 后 者 是 非 点 式 空间 群 ， 由 于 出 现 了 螺旋 
轴 ， 这 就 要 求 与 另 两 个 2 次 轴 不 相交 。 于 是 ， 其 中 2o 一 2d 都 具有 
位 置 对 称 性 2(Cz)， 而 每 一 对 位 置 又 通过 螺旋 轴 彼 此 相关 .从 俯视 
图 上 ， 我 们 很 容易 确定 空间 群 P222, 的 四 个 对 称 操作 ,如 果 取 单 胞 
的 左上 和 角 为 原点 ， 我 们 可 以 写 出 对 称 操作 为 


{110}, {2cr003}0}, <2c0103 |r(0,0,2)h, 
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在 下 一 节 ， 当 我 们 讨论 到 某 些 简单 晶体 结构 时 ， 还 要 给 出 另 
外 一 些 例子 ，。 


6-4 某 些 简单 的 晶体 结构 


为 了 使 前 一 节 亡 讨论 过 的 问题 更 具体 化 ， 现 在 我 们 来 考虑 某 
些 最 基本 的 晶体 结构 。 在 这 里 ， 我 们 故意 选择 一 些 立 方 品系 的 例 
子 ， 因 为 这 能 更 好 地 说 明 原 子 占有 特殊 位 置 的 结果 。 虽 然 在 国际 
天 中 没有 给 出 立方 空间 群 图 ， 但 我 们 即将 看 到 ， 这 既 不 会 使 指出 
对 称 元 素 所 在 之 处 变 得 特别 困难 ， 也 不 会 使 不 同 空间 群 相互 混淆 
不 清 。 下 面 ， 我 们 就 按照 它们 的 空间 群 来 讨论 这 些 晶体 结构 

6-4a Fm3m(O?) 图 6-3a 所 示 的 是 铀 (Cu) 的 晶体 结构 ,在 
面 心 立方 点 阵 的 每 一 个 阵 点 上 有 一 个 铜 原子 ， 这 是 一 种 很 基本 的 
结构 。 考 察 一 下 所 给 的 这 个 立体 图 可 以 看 出 ， 除 了 《111) 方 向 有 3 
次 轴 之 外 ， 还 有 垂直 于 《100> 和 《110> 方 向 的 镜面 。 因 此 ， 它 的 空 
间 群 是 Fm3mCO85)。 在 图 6-3 中 还 给 出 另 一 些 按 不 同方 式 观察 同 
一 种 晶体 结构 的 图 形 。 正 如 我 们 所 看 到 的 ， 即 使 对 于 这 种 非常 简 
单 的 晶体 结构 ， 为 了 着 重 指出 结构 中 各 方面 很 不 相同 的 内 容 ， 可 
以 使 用 的 图 也 是 不 同 的 。 不 过 ， 在 所 有 这 些 图 中 ， 读 者 也 一 定 能 
Path As ARP m3m(OP ) 的 对 称 元 素 。 图 6-4 所 示 是 铀 和 一 些 有 同 
样 空间 群 的 其 它 唱 体 结 构 。 图 6-5 所 给 出 的 是 国际 表 中 这 种 空间 
群 所 在 的 一 页 。 对 于 此 处 讨论 的 极其 简单 的 铀 晶体 结构 ， Cu 原 
子 只 排 在 4a 位 置 。 这 些 位 置 的 坐标 已 在 图 6-5 中 给 出 ， 正 由 于 这 
些 原子 恰好 都 排 在 阵 点 上 上， 所 以 它们 的 坐标 非常 简单 .我 们 在 第 
三 章 中 曾 指出 ， 每 个 初 基 单 胞 一 定 有 一 个 阵 点 ， 所 以 此 种 结构 的 
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F 430(T4) 
图 6-:4 各 种 立方 品 体 结构 ， 


初 基 单 胞 中 一 定 也 有 一 个 原子 ， 但 在 面 心 单 胞 中 则 有 四 个 阵 点 ， 


所 以 每 个 面 心 单 胞 应 当 有 四 个 原子 ， 如 图 6-3 所 示 ， 


我 们 应 当 着 重 说 一 下 关于 空间 群 中 的 占有 位 置 问题 。 对 于 此 
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处 讨论 的 铀 晶体 结构 ， 铀 原子 只 占有 一 种 位 置 4a， 但 是 ， 我 们 也 
可 能 会 遇 到 另 一 种 晶体 结构 ， 原 子 只 占有 192! 位 置 。 这 两 种 晶体 
结构 虽然 有 相同 的 空间 群 Fm3m(O5)， 但 它们 看 起 来 完全 不 同 。 
但 总 的 来 说 ， 它 们 的 点 阵 都 是 面 心 立方 点 阵 ， 并 且 相 对 于 每 一 个 
阵 点 ， 点 群 m23m(O;) 的 48 个 点 对 称 操作 全 都 是 空 间 群 的 对 称 操 
E. 对 于 原子 占有 1921 情况 ， 这 些 原子 一 定 是 在 每 个 阵 点 周围 占 
有 48 个 位 置 ， 其 坐标 已 在 图 6-5 的 表 中 给 出 。 由 于 每 个 惯用 单 胞 
共计 有 四 个 阵 点 ， 所 以 其 中 一 定 有 4x 48 = 192 个 原子 。 当 然 ， 每 
个 阵 点 周围 的 48 个 原子 ， 在 点 群 m3m(O，) 的 所 有 对 称 操作 作用 
下 ， 它 们 的 坐标 将 会 相互 变换 。 与 此 类 似 ， 在 图 6-5 中 所 给 出 的 
此 种 空间 群 的 每 一 个 位 置 ， 都 可 能 被 不 同 或 相同 类 型 原子 所 占 
有 ， 或 者 ， 也 可 能 不 被 任何 原子 占有 。 例 如 ， 许 多 复杂 的 化 合 物 
都 可 能 结晶 成 具有 这 种 空间 群 的 晶体 结构 ， 在 这 种 情况 下 ， 各 种 
原子 很 可 能 占有 一 系列 不 同类 型 位 置 。 

图 6-4b 所 示 是 氯 化 钠 (NaCl) 晶 体 结构 ， 有 时 也 称 为 岩 盐 结 
构 。 它 的 空间 群 也 是 Fm3m(O85 )。 对 于 此 种 晶体 结构，Na 原 子 
占有 4 位置，C1l 原 子 占 有 4b 人 位置， 不过， 如 我 们 在 图 中 所 看 到 
的 ， 这 两 种 位 置 的 位 置 对 称 性 都 是 完全 点 对 称 性 m3m(On)， 因 
此 ， 我 们 也 可 以 说 Cl 原子 占有 4a 位 置 而 Na 原子 占有 46 位 置 。 为 
了 描述 此 种 晶体 结构 ， 我 们 还 可 以 说 它 的 空间 群 是 Fm3m(O8 )， 


而 基 元 (或 点 阵 复 容 ) 是 由 在 (0，0，0) 的 Na 和 在 ( 土 ， 工 ， 工 ) 的 


Cl 组 成 。 也 还 可 以 用 另 一 种 叙述 方法 来 描述 此 种 晶体 结构 ， 即 ， 
Na 原子 在 阵 点 上 ， 而 它 的 周围 有 六 个 处 于 正八 M 体 顶 角 的 Cl 原 
子 。 这 一 种 叙述 方法 同 八 面体 本 身 具有 ”3m (On) 对 称 性 这 一 事 
实 是 一 致 的 ， 
图 6-4c 所 示 是 氢化 钙 (CaF2) 的 晶体 结构 , 有 时 也 称 为 蓉 石 结 
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构 。 它 的 空间 群 也 是 Fm3m《O8)， 但 此 时 Ca 原子 占有 4a 位 置 而 F 
原子 占有 3c 位置, (显然 ， 从 化 学 式 看 ,了 原子 的 位 置 数 一 定 是 
Ca 原子 位 置 数 的 二 倍 .) 我 们 也 可 以 说 这 种 结构 的 空间 焙 是 Fm3m 
(OF)， 而 其 中 Ca 在 (0，0，0), 在 ( 1, 1, 1). 但 要 注意 ， 
此 种 情况 下 的 基 元 是 由 位 于 (0，0,，0) 的 Ca 原子 和 位 于 二 


(1 ，1 ,2 ) 的 下 原 于 组 成 的 。 我 们 也 还 可 以 用 以 下 叙述 方法 
来 描述 此 种 结构 ， 即 Ca 原子 在 阵 点 上 ， 而 它 的 周围 有 八 个 处 于 
立方 体 项 角 的 原子 . 于 是 ， 就 每 个 阵 点 而 言 ， 点 对 称 性 正 是 
m3m(O,) Car Fi IRR). 

对 于 具有 此 种 空间 群 的 晶体 结构 ， 我 们 也 能 找到 一 些 比较 复 
杂 的 例子 ， 例 如 NasFeFe 就 是 一 例 。 在 这 种 晶体 中 ,Fe 在 4 位 置 ， 
Nasb E, Nal) E schi E, FO #x~ 0.23 的 24e 位 置 . 根 
据 这 些 资料 ， 读 者 应 能 自己 画 出 此 种 晶体 结构 的 图 示 。 不 过 要 注 
意 ， 在 这 种 晶体 的 单 胞 中 同 种 原子 可 以 处 于 不 同 的 位 置 ， 

6-4b Pm3m(O;) 图 6-4d 所 示 是 氮 化 饮 (CCsCD) 晶 体 结 构 . 
它 的 空间 群 是 Pm3m(Or+ )， 是 简单 立方 的 点 式 空间 群 。 国 际 表 中 
有 关 的 这 一 页 如 图 6-6 所 示 。 其 中 Cs 原子 在 1 位 置 ，C1 原 子 在 18 
位 置 。 显 然 ， 根 据 位 置 对 称 性 的 相等 性 ， 这 两 种 位 置 也 可 以 交 
换 。 描 述 此 种 晶体 结构 的 另 一 种 方法 是 说 它 的 空间 群 为 Pram 
(01)， 基 元 为 在 (0，0，0) 的 Cs 和 在 ( 荆 ，-， 羡 ) 的 CI， 另 外 ， 


我 们 也 可 以 说 此 种 结构 是 在 简单 立方 点 阵 的 每 一 阵 点 上 有 一 个 
Cs 原子 ， 它 的 周围 有 处 于 立方 体 顶 角 的 八 个 C1 原子。 围绕 每 一 
个 阵 点 ， 我 们 看 到 有 一 个 点 对 称 性 为 m3mCOn) 的 实体 ， 并 由 此 
立即 导出 空间 群 Pm3m(O} )。 这 里 顺便 指出 一 个 很 常见 的 错误 ， 


个 原文 误 为 Fe， 已 改正 ,一 一 译 者 注 
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No. 221 


XX} 
XS 
x,0,0; 
20,0; 
0,3,3; 
3,4,4. 


0.0,0, 


2,393 


z,0,y; 
Z,0,); 
zZ,0,); 
2,0, 


X,4,X3 
XA, X: 


x,0,x; 
X,0,*; 


0,x,4; 
0,%,3; 


5 XN, X,X3 


XXX} 


ps 


0,x,0; 
0,4,0; 


2,0,4; 


P 4jm3 2/m m3m 立方 


MAF tud (m3m) 


等 效 位 置 坐标 
反射 条 件 


一 般 位 置 


¥,Z,X; AY: LW ZPX; Akl: 
YZ, 25> VES ZR; hhi: 无 附加 条 件 
JZ; XZ: SNS Zy; Oks: 
DX XZ); DTI; PNG 
JZ; XZ WS IP KG 
Vi2,X5 X23) DXZ; ZX 
PZ Xs X,Z,) 1 YAZ; ZX 
2 

特殊 位 置 
NZX; 元 2 无 附加 条 件 
NLA A,X; ZXX; ZX 
XZ Ry XR Z, X} X,2,x3 
NZX XE 24,55 Xz‘. 


y,2,0; 
$,2,0;  0,2,7; 


ES $x; X, 
XX, AX x 


x,x,0; Ox x 
X,¥,0; OX; 


4,0,x; x,0,3; 4,x,0; 0,3,x; 
4,0,5; x,0,4 3 4,x,0; 0,4,x. 
XXX; XXX} 
X,X,X; XXX 


4.4,x3 4,4,%. 


0,0,2;3 0,0,%. 
0,0, $ . 


$,3,0. 


图 6-6 国际 表 中 Pm3m 的 一 页 。 


就 是 常常 有 人 将 这 种 结构 看 成 是 体 心 结构 。 我 们 记得 ， 体 心 结构 
的 含意 是 ， 如 果 在 (0，0，0) 位 置 有 某 种 原子 ， 那 么 在 ( 汪 ， 汉 ， 
位置 也 有 同 种 原子 。 但 是 ， 在 CsC1 中 ， 这 两 种 位 置 上 却 有 不 
同 种 原子 ， 所 以 它 的 单 胞 不 是 体 心 的 而 是 初 基 的 。 

在 二 一 章 中 ， 我 们 还 要 讨论 钙 詹 矿 的 晶体 结构 。 一 系列 化 学 
式 为 4BOs 的 化 合 物 都 具 有 此 种 晶体 结构 ， 按 其 理 想 形式 而 言 ， 
它们 都 属于 空间 群 Pm3w(Oi )。 其 中 ，-4 原 子 在 1 位 E, BR T 
在 1 位 置 ，O 原 子 在 3c 位 置 。 于 是 ， 借 助 于 图 示 , 我 们 可 以 看 到 ， 
每 个 B 原 子 周转 有 六 个 处 于 八 面体 顶 角 的 O 原 子 ， 每 个 4 原子 周 
围 有 十 二 个 处 于 立方 体 各 个 楼 边 中 点 的 0 原子 。 化 合 物 WOs 也 具 
AGAR HAMA RPm3m(O!), HHWAT HE 1B, OR 
子 在 3c 位 置 . 

6-4c Im3m(O?) 图 6-4e 所 示 是 铁 (Fe) 的 结构 。 如 我 们 所 
看 到 的 ，Fe 原 子 是 在 体 心 立方 点 阵 的 阵 点 上 .因为 在 立方 AR 
阵 点 上 的 对 称 性 是 m3m(O%)， 所 以 空间 群 一 定 是 Im3m(O8)， 即 
使 不 去 查阅 国际 表 ， 我 们 也 能 知道 Fe 原子 是 在 位 置 对 称 性 为 m3m 
(0O;) 的 2a 位 置 上 。 

6-4d Fd3m(07) 图 6-4f 所 示 是 金刚 石 结构 ， 它 也 是 硅 
(Si) 和 错 (Ge) 的 结构 .图 6-4g 所 示 是 金刚 石 结 构 中 某 些 空间 群 元 
素 的 投影 。 这 种 结构 的 空间 群 是 Fd3m(O7 )， 它 的 含意 是 ， 点 阵 
是 全 面 心 点 阵 ， 空 间 群 是 非 点 式 的 ， 点 群 是 m3m(O;)。 图 6-7 所 
示 是 国际 表 中 关于 此 种 空间 群 的 一 页 。 在 此 种 金刚 石 结构 中 ， 各 
个 原子 都 是 在 点 对 称 性 为 13m(Td) 的 8a 位 置 。 读 者 可 能 会 注意 
到 ， 这 些 位 置 的 对 称 性 低 于 空间 群 点 群 ， 其 实 并 不 奇怪 ， 因 为 它 
是 非 点 式 空间 群 ， 所 以 必然 如 此 。 从 空间 群 的 完全 符号 ， 我 们 看 
到 有 一 个 平行 于 z 轴 、 通 过 x = -> 、? = 点 的 对 称 元 素 4， 如 图 
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Fd3m 


Oi 


位 置 数 


BBA S 


点 对 称 性 


No. 227 


F4'd32/m 


等 效 位 置 坐标 
(0,0,0; 0,4,4; 2,0,4; $,3,0)-+ 


m3m 立方 


原点 在 4 3m， 距 中 心 GmA p 证 y CF FES — PRO ALD 


反射 条 件 
一 般 位 置 


192 i LOO OXYZ; ZY WX Xy; PZ) ZX hel hk,EtL Uth)=2n | 
X, P$, 2,X,¥} V,2,%3 XZ,)3 V:%52; Z, y, ï; hhi: (+h =2n); O 
KZ; ZX; JĀ; Ks XZ; ZY X; Oki: (k,l=2n); k+l=4n 
RAY; ZY, YN BAY BAZ; ZI} G 
二 一 六 一 用 二 一 了 4-2,4~%,4-); 一 J 一 2 一 这， 
-xtv itz; -z4 tx itys; =y, +z 4t; 
t+X,4—-), 442; qetz- 43; q+ f=; 
对 
3 一 47) 4 4 一 2 1-24- y,4-x; 
joitt 二 一 上 于 十 生 二 2 dozita +2; 
pajah + b42h-3,)435 
dt 4+y,44+%,}-Z;. 4423+), -X 
特殊 位 置 ， 条 件 同 上 ,再 
96 h 2 xti jf- Xx. apex; $4 44,5; 加 上 以 下 条 件 
了 
My — x, 4; 本 一 人 二 XX 上 XXX 
BX ETN; £,84X,X5 和 一 入 到 -元 
A4X,4,53 X A+; £—X,3,X5 X,R.2-x; 
Ket GA: L+X,X,43 X,- xš; 2~-x,2,2. 
| 无 附加 条 件 
96 g WX NN 
Eh 
t-x,4-%,}-2; ¢--Z,4-~X,$—X} -xiz t-a; 
OME ENE +Z, F-Z,g+x AEH, text ttx; 
t+x.d—-x,$42;  $42,4-xg4+x; ttxt- 
tia,dtx.g-2; $42,44%,4-%; xiz- 
48 f mm x900; *x,0,0; 于 二 站 于 二 4-x,4,4; hkl: h+k+l=2n41 or dn 
0,x,0; 0,x,0; hitai; tł -xt 
0,0,x; 0,0,%; 2,4,44+%; 244-7. 
32 @ 3m xxx; 4-x,}-x,}-x 无 附加 条 件 
x% 4-X,44x,4+25 
Zx; $4+2x,4-x,4+%; 
XX; 和 十 XX 十 XX, 二 一 XX 
16 dn hkl. h=2n+1 
k=2n+]1 
I=2n+1 
An+2 4n 
or 42423 or dn 
16 Cc Jm bhk 288 248. BBE | | 
8 b 43m 14,1; ree 
hkl: h+k+d=2n+1 or 4n 
8 a 43m 0,0,0; 444}. 


图 6-7 国际 窒 中 Hd3m 的 一 页 。 
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6-4g 所 示 ， 这 种 对 称 操作 使 位 于 ( ，， ， NE SER 
(J o > ) 的 原子 。 我 们 同样 看 到 ， “eee 1 的 高 度 上 有 垂直 
于 4, 轴 的 金刚 石 滑 移 面 .位 于 ( x ，-{ ， 1 ) 的 原子 正好 就 在 这 个 
滑 移 面 上 ， 于 是 ， 在 这 个 滑 移 面 的 操作 下 ， 它 先 反映 为 它 本 身 然 
后 再 平移 (+, 4, - 荆 ) 变 为 位 于 ( 二， 了 ，0) 的 原子 。@ 原 
子 并 没有 在 反 演 中 心 上 ， 即 是 说 ， 点 群 33m(Ta)@ 并 没有 反 演 中 
心 这 样 的 对 称 操作 。 然 而 ， 此 种 空间 群 中 是 有 反 演 中 OOW. 
道 常 ， 这 可 以 从 图 形 中 看 出 ， 不 过 ， 如 果 我 们 注意 一 下 16c 也 能 
看 出 这 一 事实 ， 因 为 16c 的 位 置 对 称 性 为 3m( Dsa)， 其 中 就 有 对 


称 中 心 。 于 是 ， 我 们 从 表 中 可 以 看 到 ， 和 i, Lym» 3° 


3 ) 位 置 有 对 称 中 心 。 显 然 ， 对 于 ( 荆 ， 荆 ， 寺 ) 位 置 的 原子 而 言 ， 
位 于 (8， + pd i 0, 0); 而 位 F( 3? 


S, 3 ) 的 反 演 中 心 则 使 它 变 到 ( 0， E 
的 另 一 种 方法 是 说 它 的 空间 群 为 Fd3m， 基 元 由 (0，0，0? 和 ( 工 ， 
1, ) 处 的 原子 组 成 。 还 需要 指出 ， 有 时 人 们 可 能 需 要 将 原点 


取 在 反 演 中 心 上 ， 而 不 是 取 在 位 置 对 称 性 为 mT) i BE. 
国际 家 中 的 下 一 页 就 是 这 样 选取 原 反 的 ， 不 过 我 们 在 本 书 中 没有 


D 此 处 关于 金刚 石 滑 移 面 的 陈述 原文 如 此 ， 得 与 尝 用 的 由 这 方针 不 风 通常 的 


陈述 方法 是 ， 在 2 = 二 的 高 度 上 有 委 直 于 4 办 的 金 出 石 清 先 面 位 于 (二 ri, DE 


原子 在 这 个 滑 移 面 的 上 方 ， 于 是 ， 在 这 个 消 移 面 的 操作 下 ， 它 先 反映 到 人工 , 1, o) 
1 1 
位 置 ， 再 平移 r( 了 ， , 1, 0 ) 变 为 位 于 (1 ， 1 ， 0 ) 的 原子 。 -一 译 者 注 。 
© 原文 误 为 43m(7 yy)， 已 改正 .一 一 译 者 注 。 
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骨 引 用 这 一 页 资料 。 按 照 这 种 选取 原点 的 方法 ， 位 置 对 称 性 为 


43m] 8a 位 置 ， 坐标 就 变 为 ( - ， £ rales z T), 而 位 


置 对 称 性 为 3m 的 16c 位 置 ， 坐 标 则 变 为 (0，0，0)， 其 余 依 此 类 
尖 晶 石 矿 也 具有 此 种 空间 群 。 (实际 上 ， 有 些 近期 的 工作 表 
明 ， 由 于 其 中 钙 的 位 移 ， 它 真正 的 空间 群 可 能 是 下 43m， 不 过 ,如 
PRIA 位 移 很 小 ， 那 么 作为 一 级 近似 ， 将 它 的 空间 群 视 为 
Fd3m 还 是 足够 准确 的 .) 尖 晶 石 的 化 学 式 是 MgAlO4， 其 中 Mg 原 
子 在 8 位 置 ， Ali 原子 在 16c 位 置 ， D 原 子 在 32e 位 置 。 由 此 可 见 ， 
每 个 面 心 单 胞 有 八 个 化 学 式 单位 ， 或 每 个 初 基 单 胞 有 两 个 化 学 式 
单位 。 对 于 大 多 数 具 有 人 尖 晶 石 结构 的 材料 ， 其 中 32e 位 置 的 参量 
近似 地 等 于 3/8。 

6-4e Fa3m(T3) 图 6-4h 所 示 是 闪 锌 矿 (ZaS) 结构 BEBE 
化 儿 (GaAs) 结 构 。 我 们 可 以 看 出 ， ATA, 金刚 石 结 构 和 和 
莹 石 结构 之 间 有 着 密切 关系 。 图 6-8 所 示 是 国际 表 中 关于 这 种 空 
奖 群 的 一 页 。 在 这 种 结构 中 Zn 或 Ga 原子 是 在 4a 位 置 ， 3 或 As 原 
子 是 在 4c 位 置 (或 者 反 过 来 说 也 行 )。 此 种 结构 和 人 金刚石 结构 之 间 
的 关系 特别 引 人 注 意 。 在 上 qd3m 中 ， 人 金刚石 滑 移 面 和 螺旋 轴 将 使 


单 胞 内 部 的 所 有 原子 ,比如 位 于 (二 ， 工 ， 寺 ) 的 原子 ,都 变 为 面 心 


位 置 的 原子 。 而 对 于 F43m， 此 种 操作 却 不 可 能 是 对 称 操 作 ， 因 

为 占有 这 两 种 位 置 的 并 不 是 同一 种 类 型 的 原子 。 事 实 上 ， 我 们 从 

符号 上 就 可 以 看 出 43m 是 点 式 空 间 群 。 这 种 空间 群 的 点 群 是 43m 

(Ta), 与 空间 群 fd3m 的 点 群 相 比 ， 它 的 对 称 操作 数目 是 后 者 的 

二 分 之 一 。 其 实 , 我 们 可 以 证 明 空 间 群 43m(77) 是 Fd3m(07 ) 的 

子 群 。 从 图 6-8 我 们 还 看 到 ， 对 于 空间 群 43m(72 ), 原来 有 的 反 
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立方 43m F43m No. 216 F4a3m 


Ti 


原点 在 33a 
位 置 数 fis Bi Li PEAR pi 
BBR 反射 条 伞 
点 对 称 性 (0,0,0; O34; 4,9; LLO 。 
一 般 位 置 
96 f DOO xaz ZN MNP X, JAX NX: AKL h+k k+l (thjeo2n 
MZ, SR; WIAA WAI MASS 2A; Ahh (h+le2n) 
XVZ; ZN); JZ; X,2,); YX; 2, ,Xs Uy 


RZ Zy; ZA B23; PA) ZX 


Je byl 
RT: 与 上 面 
-_ - | = m- a 
48 ft Pt XN TS FENN XLT TX CT Ts 元 全 相同 


24 g mm abhi bx bbs, Eh Bad LER 
24 f mm x00; 0,x,0; 0,0,x; 5,0,0; 0,%,0; 0,0,8 
16 e 3m XXX XXX, ANA, FAY. 

d 43m 432 


4 

4 e 43m hht 
4 b 43m hhk. 
4 


E 


Fm 0,0,0. 图 6-8 国际 表 中 F43m 的 一 页 。 
演 中 心 不 存 在 了 ， 因 为 ， 如 果 还 有 这 种 反 演 中 心 , 就 会 使 位 于 (0， 
0，0) 的 Zn 或 Ga 原子 变 为 位 于 ( 二， ， 站 ) 的 S 或 As 原 子 ， 当然 
这 是 不 可 能 的 . 

作为 一 个 具有 此 种 空间 群 的 比较 复杂 的 例子 ， 我 们 在 这 里 提 
出 氧 黄 晶 矿 ， 它 的 化 学 式 是 AlisSisOx(OH, F) Cl, 其 中 Cl 在 4b， 
S1(1) 在 4c，SiC2) 在 l6e，A1(1) 在 4d，A1(2) 在 48h4，O(1) 在 
16e, O(2) Æ16e, O(3)Æ48h, (OH, F)(1) 在 24f，(OH, F) 
(2) 在 484。 我 们 举 出 这 一 个 例子 ， 仅 仅 是 为 了 提醒 读者 ， 复 杂 的 
和 简单 的 晶体 结构 完全 可 能 有 相同 的 空间 群 。 

此 处 考虑 的 立方 闪 锌 矿 结构 ， 同 六 方 纤 锌 矿 结 构 之 间 也 有 密 
切 关 系 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 找到 多 种 化 合 物 都 可 能 以 这 两 种 结构 
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形态 存在 ， 本章 最 后 的 习题 5 要 讨论 的 就 是 这 种 纤 锌 矿 以 及 比较 
简单 的 六 角 密 积 结构 。 


6-5 空间 群 的 对 称 操作 


我 们 已 经 对 空间 群 的 对 称 操作 做 了 大 量 的 讨论 。 但 是 ， 我 们 
还 没有 说 清楚 这 样 一 个 问题 ， 即 ， 在 一 般 情况 下 我 们 ， 应 当 如 何 
确定 空间 群 中 合理 的 对 称 操 作 数 、 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 补 上 这 一 
很 大 的 遗漏 . 

如 多 次 指出 的 ， 每 种 空间 群 都 有 无 限 多 个 初 基 点 阵 平 移 
{1|ts}。 但 是 ， 我 们 希望 确定 的 则 是 4 个 {RIT} 形式 的 对 称 操作 
(h 等 于 空间 群 点 群 的 阶 ). 在 6-6 节 中 将 证 明 一 个 基本 定理 , 它 告诉 
我 们 ， 属 于 对 称 操作 {RIT} 的 个 操作 尺 ， 同 空间 群 点 群 的 个 操 
作 是 相同 的 。 因此， 对 应 于 每 一 个 RR 只 有 T 值 需要 确定 。 在 这 
一 节 中 ， 我 们 将 相对 于 同一 个 原点 来 确定 全 部 Ap 个 {RIT} 对 称 操 
作 。 当 然 ， 这 并 不 是 绝对 必要 的 ， 但 在 一 定 程度 上 会 带 来 很 大 的 
”方便 ,《 我 们 在 5-5 节 曾经 用 国际 符号 作为 入 门 对 空间 群 作 了 描述 。 
在 那里 ， 我 们 曾经 发 现 ， 一 般 情 况 下 ， 对 于 不 同 的 对 称 操作 需要 
用 不 同 的 原点 .) 还 有 ， 记 住 这 一 点 是 很 重要 的 ， 如 果 我 们 集中 注 
意 某 个 特定 单 胞 中 的 特定 原子 ， 而 某 个 对 称 操 作 {R1T} 使 它 变 为 
单 胞 以 外 的 原子 ， 那 么 ， 总 可 以 用 一 个 平移 对 称 操作 {1|t;} 将 它 
移 回 到 原来 的 单 胞 中 来 。 

确定 空间 群 的 个 对 称 操作 {|T} 有 好 几 种 方法 . 对 于 点 式 空 
间 群 ， 我 们 可 以 通过 观察 来 定 出 这 些 对 称 操作 。 对 于 非 点 式 空间 
群 ， 我 们 建议 用 前 儿 年 整理 出 来 的 一 系列 宸 册 ， 其 中 列 有 230 种 
空间 群 的 全 部 对 称 操作 。 尽管 使 用 这 些 表册 要 花 些 精力 去 学 习 ， 
但 这 还 是 值得 的 。 我 们 将 在 这 里 对 此 做 一 个 简略 讨论 其次， 一 
些 更 简略 的 母 元 素 表册 也 是 很 有 用 的 ,我 们 也 将 对 此 做 一 些 介绍 . 
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实际 上 ， 对 于 每 一 种 空间 群 ， 根据 国际 表 给 出 的 一 般 等 效 位 置 ， 
我 们 也 可 以 确定 出 其 中 有 哪些 对 称 操作 、 最 后 ， 根 据 空间 群 图 我 
们 也 很 容易 确定 这 些 对 称 操作 。 下 面 ， 我 们 将 依次 讨论 这 些 方 法 
中 的 每 一 种 。 

6-5a 点 式 空间 群 ” 对 于 点 式 空 间 群 ， 我 们 很 容易 找 出 1 个 
{ 尽 10} 形 式 的 对 称 操作 。 这 里 ， 空 间 群 点 群 的 A 个 尺 ， 显 然 都 是 空 
间 群 的 对 称 操 作 。 而 对 于 这 些 对 称 操作 ， 我 们 可 以 选取 任何 具有 
点 对 称 性 的 位 置 作为 固定 原点 。 


作为 一 个 例子 ,我 们 来 考虑 图 6-1a 所 示 的 空间 群 PA (Che 


按照 国际 符号 和 熊 夫 利 斯 符号 ， 这 种 空间 群 的 八 个 对 称 操作 是 
{110}, {410}, {210}, {14°10}, {1/0}, 1410}, {ml0}, 
{4810}, {E10}, {C410}, {C210}, {C310}, {il0}, 
{S310}, {010}, {S410}. 

我 们 可 以 将 原点 分 别 选 取 在 乌 科 夫 符 号 为 4<、b、c 或 4 的 位置 上 ， 

立刻 看 到 ， 这 八 个 对 称 操作 在 单 胞 中 产生 八 个 圆 图 。 至 于 单 胞 议 

外 的 加 图， 只 要 将 初 基 平 移 {1|t;,} 作用 于 初 基 单 胞 之 内 的 圆圈 ， 

就 可 以 得 到 。 为 了 清楚 地 表示 出 各 个 对 称 操作 ， 俯 视图 中 也 给 出 

了 单 胞 以 外 的 圆圈 ， 不 过 在 计数 时 我 们 必须 注意 ， 它 们 是 属于 邻 

近 单 胞 的 . : 


对 于 图 6-2a 所 示 的 空间 群 二 (CSx)， 作 用 于 初 基 单 胞 的 同 


样 是 这 八 个 对 称 操作 。 不 过 ,通常 在 国际 表 的 俯视 图 中 ,给 出 的 单 
胞 是 复式 初 基 的 布 拉 菲 体 心 单 胞 ， 因 此 ， 我 们 在 这 种 俯视 图 中 看 
到 的 是 ， 相 对 于 取 为 原点 的 24 位 置 (0，0，0)， 点 群 的 全 部 八 个 
对 称 操作 使 靠近 单 胞 顶点 的 八 个 圆圈 在 它们 本 身 之 间 互 相 转 换 . 
然后 ， 由 这 八 个 圆圈 加 上 有 心 条 件 ， 就 得 到 复式 初 基 单 胞 中 另外 


. iĝ] + 


MAA. XE, 对 于 惯用 的 复式 初 基 单 胞 1， 我 们 加 上 的 量 是 


(去 ， 寺 ， 工 )， 但 要 注意 到 ， 由 于 平移 对 称 性， 任何 位 置 都 可 以 
PMB, 0, 0), (0, 1, DFF. 
于 是 ， 为 了 了 解 点 式 空间 群 , 实际 上 只 需要 点 群 知识 就 行 了 
现在 ， 我 们 继续 来 看 非 点 式 空间 群 ， 这 里 ， 要 确定 这 h 个 对 称 操 
作 就 比较 困难 些 了 。 

6-5b 非 点 式 空间 群 ， 从 俯视 图 查 明 对 称 操作 ”如果 在 国际 
表 中 已 经 给 出 空间 群 的 俯视 图 ， 并 且 点 阵 是 初 基 的 ， 那 么 ， 非 点 
的 现在 ， 我 们 来 考虑 空 
间 群 Po n (<4n)， 如 图 6-1b 所 示 。 我 们 希望 由 此 确定 出 八 个 对 称 


RERIT) 此 处 T 至 少 对 于 一 个 不 为 零 ， 因 为 这 是 非 点 式 空间 
群 、 为 了 方便 ， 我 们 把 原点 取 在 单 殉 左上 角 位 置 RRRA 
方法 )， 并 从 原点 右 下 方 的 一 个 回 图 出 发 ， 首 先 ， 由 四 个 点 式 操 
作 {R,10}， 即 {110}、{ 丰 10}、{210}、 {410}, 我 们 导出 四 个 集 
中 于 原点 周围 的 圆圈 ， 当然 ， 其 中 有 一 个 是 原 有 的 圆圈 然后 ， 
我 们 应 当 怎样 做 才能 得 到 靠近 面 心 位 置 (-， 必 ，0 ) 的 另 外 四 个 
图 图 而 保持 原点 不 动 ? 这 可 以 按 以 下 方法 进行 。 我 们 先 用 I 对 起 
始 圆 图 进行 操作 ， 接 着 再 进行 平移 r( 7 ，> ，0)， 由 此 得 到 在 
(L, L, oÆ LAr HLA CO seni T(z， 1,0))38 
起 始 圆圈 进 行 操作 ， 又 得 到 在 ( ; T Dt 依 此 类 


AT OBB, WUN it (> 1 0) uj mCo037 


(5, + , 0) a 需要 指出 的 是 ， 在 这 种 情况 下 ， 这 一 
eB ARNE al x) RR LEAS AMER | ODE PH 
的 ， 
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ja 人 (3 9 0) R10) = (Ral). 
于 是 ， 相 对 于 同一 个 原点 ， 这 种 非 点 式 空间 群 的 八 个 对 称 操作 接 
两 种 符号 写 出 来 就 是 
{110}, {41T} {210}, {41T}, {TIT} {310}, {loot}, 
{3310}, {£10}, {Cait}, {C210}, {CIT} (él tT}. {S910}, 
{oni Th {54/0}, 
此 处 T= (a/2) + (b/2)。 注 意 ， 在 所 有 非 点 式 对 称 操作 中 ， 出 现 
的 TY 都 相同 。 

显然 ， 当 应 用 于 某 些 实例 时 ， 我 们 很 容易 将 此 种 程序 重复 用 
于 任何 空间 群 ， 即 使 没有 可 以 利用 的 空间 群 图 的 情况 下 也 行 。 这 
种 程序 是 很 简单 明了 的 。 实 际 上 ， 我 们 还 可 以 把 原点 选取 在 任何 
方便 的 地 方 。 例如， 在 上 述 例子 中 ， 我 们 也 可 以 把 原点 选取 在 单 
胞 的 中 心 点 上 。 为 了 找到 与 前 面相 同 的 对 称 操 作 ， 我 们 可 以 从 某 
一 个 圆圈 出 发 ， 这 个 圆圈 本 身 就 代表 便 等 操作 ， 然 后 ， 写 出 另外 
(4 -个 对 称 操作 ， 使 它们 能 把 起 始 圆圈 变 换 成 单 胞 中 另外 (- 
1) 个 不 同 的 圆圈 ， 不 过 始终 不 要 忘记 ， 也 可 能 需要 用 平移 对 称 性 
把 变换 到 单 胞 之 外 的 圆圈 移 回 到 单 胞 之 内 来 . 

我 们 借 此 机 会 顺便 再 提 一 下 与 上 述 对 称 操作 有 关 的 一 个 重要 
问题 。 在 第 五 章 中 我 们 曾 讨 论 了 滑 移 面 和 螺旋 轴 ， 现在， 从 空间 
群 P4/n 的 符号 和 俯视 图 ， 我 们 看 到 它 有 一 个 对 角 线 滑 移 , 但 没有 
螺旋 轴 。 但 是 ， 我 们 在 这 里 也 得 到 某 些 对 称 操作 既 不 是 滑 移 面 也 
不 是 螺旋 轴 ， 比 如 ， ei. z? 0) ue 因为 1 不 


在 4 次 办 方向 上 ， 而 iin(2, d, 0)} 更 不 是 METRA. 

这 里 ， 我 们 再 一 次 看 到 结 虽 学 家 和 其 它 团体 科学 家 所 采用 方法 的 

差别 。 结 品 学 家 是 将 旋转 轴 和 反映 面 取 在 单 生 中 不 同位 置 上 ， 从 
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而 得 到 真 滑 移 面 和 螺旋 轴 。 但 是 ， 如 果 全 部 点 操作 都 相对 于 同一 
个 原点 来 了 到， 我 们 就 会 发 现 ， 一 般 情 况 下 的 算 符 {A1T} 既 不 是 滑 
移 面 也 不 是 螺旋 轴 。 然 而 ， 这 后 一 种 方法 ， 由 于 选用 了 同一 个 原 
瓜 ， 对 于 固体 科学 家 却 是 更 方便 的 。 

6-5c ”从 一 般 等 效 位 置 确定 对 称 操作 ”在 国际 表 中 列 出 了 全 
部 230 种 空间 群 的 一 般 位 置 坐标 ， 包 括 立 方 品系 空间 群 。 于 是 , 根 
据 某 一 空间 群 的 这 些 坐 标 ， 我 们 就 可 以 相对 于 同一 个 原点 确定 出 
这 种 空间 群 的 各 个 对 称 操 作 , 这 种 方法 和 用 俯视 图 方法 大 致 相同 。 
为 此 ， 我 们 取 一 个 一 般 等 效 位 置 (x，y，2z) 为 出 发 点 (全 等 操作 )》， 
然后 ,相对 于 同一 原点 ， 另 外 再 取 h 一 1 个 {RiT} 形 式 的 对 称 操作 ， 
但 要 求 这 些 操 作 能 按照 6-5b 节 几乎 相同 的 方法 给 出 其 它 h -1 个 通 
过 观察 差不多 就 可 以 找到 的 位 置 。 这 4 个 对 称 操作 中 都 包含 有 一 
个 下， 而 按照 前 面 的 讨论 ， 这 些 K 就 是 此 种 空间 群 的 点 群 操 作 ， 

为 了 确定 出 国际 表 中 所 给 的 相对 于 不 同 原点 的 个 对 称 操作 
{Rit}; Wondratschek and Neubiiser 已 经 提出 了 一 套 程 序 , 他 
们 列表 给 出 了 所 有 空间 群 对 称 元 素 的 几何 特征 。 实 际 上 ， 用 第 五 
章 讨 论 过 的 方法 也 能 得 到 同样 的 结果 ， 这 时 ， 必 须 查 阅 的 只 有 附 
录 1 和 矩阵 算 符 表 。 例 如 ， 为 了 查 明 (x，y，2z) 变换 到 (y -x，y， 


5 = 2) HORT PR BRIE 我 们 写 出 下 式 ， 


-1 1 0 0 
0 1 0|r + ; (6-1) 
0 0 -1 > o 


于 是 ， 根 据 附录 1， 这 就 是 通过 2( 0，0, -)=(0 0 HAW 


| 2 
Xt RHE ( 20120110}. 
6-5d ”对称 操作 表 对 于 230 种 空间 群 中 每 一 种 ， 现 在 已 有 
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{Rit} 


4 


好 儿 种 关于 h 个 对 称 操作 {RIT) 的 表册 。( 例 如 Kovalev，Miller 
and Love 以 及 Zak，Casher，Gliich and Gur 的 著作 。 完 全 的 
参考 资料 已 在 参考 书目 中 列 出 ,) 这 些 书 中 还 包括 有 其 它 对 固体 学 
家 很 有 用 的 表 ， 例 如 ， 关 于 布 里 渊 区 以 及 布 里 湖区 中 各 个 点 和 和 线 
上 不 可 约 表示 的 资料 。 不 过 ， 我 们 在 这 里 R 意 对 称 操 作 ， 下 
面 ， 我 们 从 Kovalevy 书 中 选取 一 些 表 作为 例子 ， 

表 6-1 甩 示 是 Kovaley 书 中 对 称 操 作 表 的 一 部 分 。( 全 部 230 
36-1 Kovalev At A) — BB 5} 
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种 空间 群 的 对 称 操作 表 ，, 以 及 Kovalev 所 用 符号 的 描述 ,都 可 以 在 
附录 9 中 找到 .这 里 给 出 的 是 六 种 点 群 为 Ciz 的 空 间 群 。 各 个 空 
闻 群 用 能 夫 利 斯 符号 表示 ， 而 “点 阵 类 型 > 一 栏 给 出 的 是 布 拉 菲 空 
间 点 阵 符 号 ， 在 Kovalev 符 号 中 ， 太 代表 初 基点 降 ， 太 az(c) 代 表 
体 心 点 阵 。 这 些 符号 也 在 附录 9 中 给 出 。 按 Kovalev FE, MB 
点 阵 由 a= (2r，0，0)，b= (0，2r，0)，c= (0，0，2rz) 给 出 ， 
而 在 同样 的 正 交 坐标 系 中 ， 体 心 瓜 阵 的 初 基 单 胞 则 由 a=( 一 区 7， 
Tz), b=《T， 一 fT，T2)，C=(T,，T， 一 Tz) 给 出 ， 这 也 是 本 书 中 惯 
用 的 初 基 单 胞 。 对 于 立方 、 四 方 、 正 交 、 单 斜 和 三 钳 晶 系 ， 由 对 
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称 操作 { 怀 |T} 中 的 R 给 出 的 48 种 可 能 的 点 对 称 操作 ， 用 如，…， 
hu 标记， 这些 已 在 Kovalev 书 的 前 面 给 出 了 定义 。 在 表 6-1 中 ,我 
们 已 经 在 Kovalev 原 表 的 上 面 加 进 两 行 本 书 中 常用 的 符 号 ， 以 说 
明 各 个 h 的 含意 。( 对 于 六 方 和 三 方 晶 系 ，24 个 可 能 的 点 操作 也 用 
hh， 有 ，…, ha 标记， 但 与 上 述 的 标记 含意 不 同 。 这 些 也 已 经 在 
Kovaiev 书 中 给 出 了 定义 .) 在 表 中 ， 没 有 把 对 称 操作 1110) 写 出 
来 ， 但 它 总 是 包括 在 内 的 。 对 于 空间 群 Cis， 即 点 式 空间 群 P4/ 
m， 正 如 我 们 所 预期 的 ，{R|0} 给 出 个 对 称 操作 。 我们 还 看 到 ， 
对 于 空间 群 C3,《P4/mn)， 表 6-~1 给 出 的 对 称 操 作 也 同 我 们 在 前 面 
导出 的 结果 相同 。 

前 面 ， 图 6-2 所 示 是 两 种 共有 体 心 布 拉 菲 点 阵 的 空间 群 。 而 
ME., RIARI, AAZ BRAC SH ARK 
23 BREP4A/ mCi AAT AI PRE. BAW Ee 单 胞 和 
后 者 的 完全 不 同 。 虽 然 如 此 ， 但 如 果 我 们 着 腿 于 复式 初 基 单 胞 ， 
那么 ， 用 Kovalev 的 h 个 对 称 操作 加 上 有 心 条 件 ， 对 于 14/m(C inr) 
的 惯用 布 拉 菲 单 胞 ,我 们 也 可 以 确定 其 中 2h = 16 个 一 般 等 效 位 置 ， 
与 图 6-2 所 示 相 同 。 即 ， 对 于 从 Kovalev h 个 对 称 操作 得 到 的 每 
一 个 一 般 等 效 位 置 ， 都 加 上 ( 了 1s L). 这 种 方法 显然 可 以 推 
广 到 面 心 和 底 心 点 阵 。 同样 地 ， 我 们 也 可 以 用 图 6-2b 中 的 俯视 图 
来 检验 表 6-1 中 给 出 的 141/a (C5;) 的 对 称 操作 、 这 里 ， 我 们 已 经 
得 到 初 基 单 胞 中 的 八 个 一 般 等 歼 位 置 。 而 在 复式 初 基 单 胞 中 ， 只 
要 我 们 把 已 经 得 到 的 位 置 逐 个 加 上 (> J 7) RUBS 
外 八 个 位 置 。 

现在 ， 我 们 来 考虑 空间 群 P4z/m(C?n)。 根 据 国 际 表 中 的 俯 


视图 ， 我 们 很 容易 写 出 它 的 对 称 操 作 。 于 是 ， 取 T= (0，0， 考 )， 
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这 些 对 称 操作 则 为 
{110}, {41T}, 1210}, {41T}; {ml0}, {41T}, 
11103, 14°17}. 
这 些 ， 看 起 来 似乎 同 表 6-1 中 给 出 的 对 称 操作 完全 不 同 ， 但 实际 
上 它们 是 相同 的 。 不 过 ，Kovalev 的 单 胞 相对 于 国际 表 中 的 单 胞 


平移 了 (0，0，)。( 关 于 相对 于 国际 表 发 生平 移 的 细 节 ， 在 下 


一 市 讨论 母 元 素 表 时 有 时 会 谈 到 ， 但 遗憾 的 是 在 人 ovalev 的 书 中 
却 没有 给 出 )。 
附录 9 中 给 出 了 Kovalev 表 的 其 它 部 分 ， 这 些 也 同 表 6-1 所 
给 的 资料 类 似 ， 但 对 有 些 空间 群 用 到 了 群 的 乘法 原理 ， 例 如 ， 按 
照 Kovalev 方 法 ，D? ,被 写 为 
Dsn= Di + Di x loose,» e hogs (6-2) 
此 处 pa 为 反 演 操作 ， 于 是 ， 空 间 群 也 入 的 16 个 对 称 操作 可 以 由 空 
间 群 上 0 的 八 个 对 称 操 作 导 出 ， 而 这 八 个 对 称 操作 已 经 在 Kovalev 
表册 中 给 出 。 为 此 ,我 们 只 要 将 D1 中 的 每 一 个 操作 乘 以 反 演 (/25) 


再 平移 (0，0，-，)， 即 得 到 我 们 要 加 进去 的 八 个 新 对 称 操作 .如 


果 用 国际 玫 中 的 俯视 图 对 这 些 表 进行 检验 ， 我 们 了 网 会 看 到 ， 这 些 
结果 全 都 是 正确 的 ， 

6-5e 空间 群 的 母 元 素 表 除了 全 部 230 种 空间 群 的 对 称 操 
作 表 之 外 ， 还 有 许多 比较 简短 的 空间 群 母 元 素 表 。 这 些 表 是 由 
Bradley and Cracknell, Feddeyev, Koptsik and Lyubars- 
kii 提 供 的 。 完 全 的 参考 资料 已 在 参考 书目 中 列 出 。 

我 们 定义 群 的 母 元 素 是 一 组 特定 的 操作 ， 通 过 它们 彼此 连续 
相 乘 就 可 以 得 到 群 的 全 部 操作 。 例 如 ， 点 群 4(C4) 的 母 元 素 就 是 
对 称 操作 Cs。 这 种 点 群 的 每 一 个 对 称 操作 都 可 以 由 母 元 素 的 连续 
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“BUR, BC, C2=C,, C3, C-E. 一般 说 来 ， 对 于 一 定 
的 群 ， 母 元 素 并 不 是 唯一 的 一 组 。 比 如 点 群 4(C4)， 我 们 同样 可 
以 取 C4 作 为 母 元 素 。 

作为 空间 群 母 元 素 的 一 个 例子 ，Bradley and Cracknell 列 
出 了 图 6-~1b 所 示 空 间 群 P4/nCC4n) 的 两 个 母 元 素 {C4lT} 和 (iT}， 


此 处 T= ( 亡 ， 浓 ，0)。 于是， 按照 方程 (5-2) 的 乘法 规则 ,我们 得 


到 以 下 各 个 操作 ， 
tilt}? = {E10}, {i| T}, 
{C,|T}, {é[T}{CylT}={S7] 0}, 
{Cal T} = {C3210}, til TIEC 0 = {onlT}, 
{Cult} = {Cilt}, {Cal T} {81 T} {C2} 0} = {S410} 
(6-3) 
这 些 与 前 面 的 结果 相同 。 


6-6 空间 群 的 点 群 


6-6a 引言 我 们 已 经 定义 空间 群 的 点 群 是 一 组 对 称 操作 的 
集合 ， 它 是 由 空间 群 对 称 操作 将 其 中 所 有 平移 取 为 零 而 得 到 的 。 
道 遂 ， 我 们 取 t 为 初 基点 阵 平 移 矢 量 ， 而 TI 为 初 基 点 阵 矢量 的 分 
Ae TÈ TARE 天 合 在 一 起 ， 就 可 以 用 来 描述 REM. g 
旋 轴 或 任何 一 般 的 非 点 式 对 称 操 作 。 我 们 可 以 用 符号 来 描述 此 种 
获得 空间 群 点 群 的 方法 为 

| (Kiltit tr} >{R;|0}, . (6-4) 
此 处 ， 我 们 增加 了 一 个 下 标 ;( 从 1 到 如， 使 之 更 清楚 地 表示 一 定 
的 ? 值 与 一 定 的 f 配 合 ， 而 在 表达 式 的 两 边 有 相同 的 RR,， 

”对 于 点 式 空间 群 ， 这 A 个 对 称 操作 {R10} 肯 定 是 空 间 群 的 对 
称 操作 。 但 是 ， 对 于 非 点 式 空 间 群 ， 这 有 个 操作 中 则 全 少 有 一 个 
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不 可 能 是 空间 群 的 对 称 操作 ， 于 是 ， 读 者 也 许 要 间 ， 我 们 为 什么 
要 给 出 这 个 定义 呢 ? 这 个 定义 又 有 什么 用 处 呢 ? 在 这 一 节 中 ， 我 
们 将 要 回答 这 些 问题 。 

(我 们 再 次 强调 ， 谈 到 点 式 空间 群 时 ， 总 是 相对 于 同 一 个 原 
点 来 考虑 空间 群 这 A 个 基本 对 称 操作 {R10} 的 。 我 们 知道 ， 这 些 
操作 可 能 并 且 通 常 也 确实 隐 含 着 其 它 对 称 操作 ， 如 滑 移 面 和 螺旋 
轴 ， 但 是 在 描述 空间 群 对 称 性 时 ， 这 些 隐 含 的 对 称 操 作 并 不 是 基 
本 的 ， 它 们 可 以 由 乘积 {R10}{1iTtw} = (R Rta} 得 到 。 至 于 非 点 
式 空间 群 ， 则 是 另 一 种 类 型 的 空间 群 ， 无 论 我 们 如 何 选 取 原 点 ， 
其 中 总 有 一 些 {RIT} 形 式 的 操作 .，》 

为 什么 要 定义 空间 群 的 点 群 ? 这 有 好 风 条 很 重要 的 原因 ，。 特 
别 是 ， 从 根本 上 说 ， 它 涉及 到 宏观 物理 性 质 与 对 称 性 之 间 的 关系 
( 诺 伊 曼 原 理 )。 另外， 定义 空间 群 的 点 群 可 能 有 一 个 更 重要 的 结 
果 ， 这 就 是 ， 由 此 可 以 导出 固体 物理 中 一 条 非常 基本 的 定理 。 根 
据 这 条 定理 ， 我 们 就 能 通过 点 群 来 掌握 空 间 群 的 对 称 操作 。 现 
在 ， 我 们 先 简略 地 讨论 一 下 宏观 物理 性 质 和 对 称 性 之 间 的 关系 ， 
然后 再 详细 讨论 这 一 条 基本 定理 ， 

O 诺 伊 曼 原理 ”这 一 条 原理 的 内 容 是 ， 唱 体 的 宏观 CRD 
性 质 至 少 具有 空间 群 点 群 的 对 称 性 ， 有 关 这 个 问题 的 物理 原因 就 
在 于 ， 在 测量 宏观 性 质 时 ， 我 们 不 可 能 指望 检测 出 那 种 只 是 初 基 
单 胞 分 数 平移 的 效果 。 换 名 话说， 只 靠 宏观 物理 性 质 不 能 分 辨 出 
(RiTr} 和 {RI0} 之 间 的 区 别 ， 而 另 一 方面 ， 对 称 操作 的 旋 转 部 分 
则 要 涉及 晶体 内 直到 宏观 大 小 距离 的 所 有 点 ， 因 此 ， 它 将 对 宏观 
性 质 产 生 影响 。 实 际 上 ， 我 们 在 这 里 所 说 的 ， 对 于 某 些 物理 性 质 
并 不 是 严格 正确 的 ， 例 如 旋光 性 ， 就 可 以 分 辨 出 不 同 的 非 点 式 空 
闻 群 。 这 是 因为 ， 光 波 从 一 个 单 胞 到 下 一 个 单 胞 的 传播 过 程 中 ， 
旋光 性 使 位 相 增加 ， 从 而 导致 总 的 宏观 效应 。 
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请 注意 ， 在 阐述 诺 伊 曼 原理 时 ， 我 们 用 了 至 少 一 i. KE, 
弄 清 楚 这 样 一 个 问题 是 很 重要 的 ， 即 ， 在 一 般 情 况 下 ， 空 间 群 点 
群 的 对 称 性 低 于 物理 性 质 的 对 称 性 。 例 如 ， 如 果 我 们 考虑 由 二 阶 
张 量 表征 的 性 质 ， 就 会 发 现 立 方 晶体 (它们 具有 立方 点 群 ) 是 各 向 
同性 的 ， 即 张 量 的 对 角 元 素 相等 但 不 为 零 ， 而 非 对 角 元 素 都 等 于 
零 。 这 表示 这 些 性 质 在 所 有 方向 上 相同 ， 因 而 具有 球 对 称 性 。 显 
然 ， 立 方 点 群 的 全 部 对 称 元 素 都 包含 在 这 种 球 对 称 性 之 内 ， 从 而 
我 们 可 以 说 ， 立 方 点 群 是 球 对 称 群 的 子 群 。 这 种 情况 也 包括 那些 
由 高 阶 张 量 表征 的 性 质 。 几 种 对 诺 伊 曼 原理 的 应 用 做 了 相当 详细 
讨论 的 书 我 们 已 在 参考 书目 中 列 出 ， 

Gi) 定理 ”空间 群 点 群 的 操作 和 空间 群 商 群 的 操作 之 WIL 
有 同形 性 (一 一 对 应 性 })， 此 处 的 商 群 是 关于 初 基 点 阵 平移 群 的 商 
群 。 | 

为 了 了 解 和 证 明 这 一 基本 定理 ， 我 们 扼要 地 复习 一 下 群 论 教 
材 开 始 部 分 要 讨论 到 的 若干 概念。 有关 这 些 概念 的 比较 详细 的 讨 
论 ， 读 者 可 参阅 参考 书目 中 所 列举 的 各 种 群 论 书籍 ， 特 别 是 Bu- 
rns 所 写 的 书 的 第 二 伟 ， 

TH ”如果 和 群 ? 的 全 部 元 素 都 被 包含 在 群 C 之 内 ， 那 么 ， 群 > 
就 称 为 群 C 的 子 群 ， 如 果 群 C 有 /个 元 素 ， 群 有 s PR, WH 
以 证 明 h/s= 整数 ， 
| 集合 ”集合 是 群 内 的 一 组 元 素 ， 但 不 一 定 是 子 群 . 如 果 x 和 有 

是 两 个 集合 ， 那 么 集合 的 乘积 46 就 是 2 中 每 一 元 RAP 每 一 元 
素 相 乘 之 积 的 集合 ， 其 中 每 一 个 积 都 是 两 个 元 素 相 乘 之 积 ， 如 果 
某 一 个 积 出 现 的 次 数 不 赴 一次， 那么 就 合并 起 来 只 算 一 次 . 

傍 集 ”如 果 p 是 群 G 的 一 个 元 素 ， 但 不 包含 在 子 群 > 之 内 ， 那 
么 集合 pS 和 Sp 就 称 为 3 的 左 傍 集 和 右 傍 集 。 所 有 的 傍 Behe 
MTT HR. HA, RAR PU RET AABS 
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索 (E) 已 经 包含 在 S 之 内 ， 所 以 pS 不 可 能 含有 人 恒 等 RH. 如果 
和 9 是 群 G 中 的 不 同 元 素 ， 并 且 都 不 包含 在 群 S 之 A. WA pS 和 
gS 是 两 个 不 同 的 傍 集 (没有 重 秋 的 元 素 ).D 这 可 以 用 所 谓 重 排 定 
理 证 明 . 

BA ”如 果 有 限 群 有 子 群 S， 那 么 它 可 以 被 写成 有 限 个 不 
同 傍 集 之 和 ，C= 9+ pS+gS+…， 此 处 p 和 4 在 G 内 但 不 在 S$ 内 ， 
而 g 也 不 在 pS 内 ， 依 此 类 HE. X 种 不 同 傍 集 的 数目 一 共 EAs 
个 @. 

HER Bo, bl ele el ERRUR, AMBP 
个 子 群 。 如 果 群 中 有 某 个 元 素 x， 使 4= Bx, IA AM B 称 为 
共 匈 子 群 。 这 一 概念 也 适用 于 群 的 元 素 ， 即 如 果 有 a =x!1bx， 则 
a 和 6b 称 为 苍 元 素 。 于 是 ， 每 一 个 元 素 都 和 它 本 身 共 轿 ， 因 为 我 
们 可 以 取 瑟 = 已 。 很 容易 证 明 ， 如 果 a 共 力 于 pb， 那 Ab 也 共 HT 
as Ma AMlbIE MG, MAI, WW AbAIct eH. 

X-MAS HCR HTK. AHMAR 
就 在 于 ， 属 于 同一 类 的 所 有 元 素 的 矩阵 表示 , 其 特征 标 是 相同 的 . 
于 是 ， 在 特征 标 表 中 ， 所 有 群 元 素 都 分 别 被 归属 于 不 同 的 类 。 

REFER ”如 果 某 个 子 群 由 一 些 完全 的 类 组 成 ， 那 么 它 就 被 
称 为 不 变 子 群 (或 者 ， 有 时 也 称 为 正规 子 群 )。 据 此 ， 假 定 7 是 G 
的 子 群 ， 和 如果 g 是 G 中 任 一 元 素 ，i 是 7 中 任 一 元 素 ， 而 oto 仍然 
是 T 的 一 个 元 素 ， 那 么 7 就 是 G 的 不 变 子 群 。 由 此 ， 我 们 看 到 有 
grITg=7 或 7g= 97。(7 由 完全 的 类 组 成 .) 于 是 ， 对 于 不 变 子 群 ， 
左 偿 集 和 右 偿 集 是 相同 的 。 并 且 ， 我 们 也 可 以 说 ， 不 变 子 群 是 自 
HN. 

AH G 的 商 群 是 这 样 一 组 元 素 的 集合 ， 其 中 ， 将 不 变 子 群 
人 @ 4 也 应 不 包含 在 pS 之 内 ， 一 一 主攻 注 

@ XB, 实际 上 已 将 子 群 算 作 一 个 僧 集 ， 本 书 以 后 的 讨论 均 如 此 一 一 译 者 注 
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3 作为 一 个 元 素 ， 而 将 关于 这 一 不 变 子 群 的 所 有 偿 集 作为 其 余 元 
mR ATARI MH, RM, a to, EBS 中 的 不 
同 元 素 ， 并 且 都 不 属于 > .由于 是 ，C 相对 于 5S 的 商 群 所 含有 的 元 
素 是 {S，pS，qS，1S，…}。 如 上 所 述 ,我 们 可 以 把 G 写成 商 集 ， 
C=5S+ pS+qSt+iS+--. 下 面 我 们 将 要 看 到 ， 子 群 3 在 商 群 中 
起 着 恒 等 元 素 的 作用 。 显 然 , 根据 以 下 各 条 , 商 群 确实 是 一 个 群 ， 
结合 律 一 一 和 原来 的 群 相同 ， 
封闭 性 一 一 (pS)(gS)= pSSq= pSq 
= (pg)S = (S), 
恒 等 元 素 一 一 (p53)= pSS = (pS) 
” 族 元 素 一 一 (p33)"(p5)= S pps -SS =S. 

我 们 将 用 这 些 性 质 来 证 明基 本 定理 。 
为 了 使 这 些 概念 更 清楚 些 ， 现 在 我 们 来 考虑 点 群 mm (Cay) 

的 商 群 ， 作 为 一 个 简单 的 例子 。 这 种 点 群 的 元 素 是 ，{E、C4、Ci、 
Cos Ou, OJ, Ca, C) 如果 将 这 些 元 素 按 类 排列 ， 我 们 发 现 有 
ERR, (E); (C2); (Cy), C2); (Oy, 07); Cogs Of). RAT 
AAR S={E, C}, Fit, AHS 是 一 个 子 群 并 且 由 完全 的 类 
组 成 ， 了 以 它 是 不 变 子 群 。 然 后 ， 利 用 群 乘法 表 、 极 射 赤 面 投影 
图 或 矩阵 习 法 ， 可 以 证 明 C49 = (C4,C3),0,S= (0,,0/), 0aS = 
(0a，04 )。 于 是 ， 关 于 不 变 子 群 9= {上 ，Cs} 的 商 群 可 以 写 为 
(S, CaS, O,S, OaS). Alto RART ARMARE EK A 
WTEC S TS ICRA—PICR MM). KE, HZH- KR: 
RRA ICRE MOM NT BRIS, SE. Alt, ABCA 
MHG,/SHREREHAN, REAP WKAMAT. 如 上 
所 述 ， 不 变 子 群 > 在 商 群 中 总 是 起 着 恒 等 元 素 的 作用 .。 另外， 我 


O gq 也 不 属于 pS，t 也 不 属于 pS 和 gqS， 依 此 类 推 ,一 一 泽 者 注 
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们 还 看 到 ， 商 群 比 原来 的 群 小 些 ( 元 素 少 些 )， 在 我 们 的 例子 中 实 
际 上 只 有 原来 的 一 半 。 于是， 利用 商 群 的 概念 ， 我 们 可 以 通过 较 
小 的 群 来 处 理 较 大 的 群 ， 下 面 将 要 看 到 ， 对 于 有 无 限 多 个 元 素 的 
空间 群 , 我 们 可 以 得 到 一 个 较 小 的 有 限 商 群 (最 多 只 有 48 个 元 素 )， 
6-6b ”空间 群 的 商 群 ”在 这 一 节 中 ， 我 们 来 证 明基 本 定 M. 
令 G 为 空间 群 ， 令 7 是 G 的 子 群 ， 它 由 全 部 纯 初 基点 阵 平移 {1|tn} 
组 成 。 显 然 ，7 确 实 是 G 的 子 群 ， 而 在 空间 群 P1(C1) 的 情况 下 ， 
它 实际 上 和 CG 相 同 。 我 们 很 容易 证 明 ，7 是 G 的 不 变 子 群 . 为 了 证 
明 这 一 点 ， 取 生 |tw) 为 了 的 代表 性 元 素 ， 取 {t+ 了) 为 G 的 代表 
METH. RAA GH TRAT (1 t ETE, A 
{Rl ta+ THII tp} {Al tpt 1} 
={R] - Rta- RTH RI2t, + T} 
= {1| Atta}. (6-5) 
最 后 结果 正好 是 一 个 纯 平 移 ， 因 为 Rtn, 仍然 是 一 个 初 基点 阵 矢 
E. 于是， 子 群 ?与 其 本 身 共 罗 ， 所 以 它 是 一 个 不 变 子 群 。 
现在 ， 我 们 可 以 由 此 组 成 G 的 关于 不 变 子 群 了 的 商 群 ， 并 标 
以 G/T。 为 此 ， 我 们 可 将 空间 群 写 为 商 集 
G={E\ 0T +{R| TZT +t. 4{R, | ThT, (6-6) 
此 处 ，i= 1 的 第 一 项 对 应 于 恒 等 元 素 。 于 是 ， 对 应 的 商 群 有 有 个 
FORE, {Ril TT, s {Ry} ThT. 
在 着 手 证 明基 本 定理 之 前 ， 我 们 更 严格 地 考查 一 下 方程 (6- 
6)。 至 此 为 止 , 我 们 在 这 本 书 中 一 直 是 把 点 阵 取 为 无 限 的 (在 7 中 
有 无 限 多 个 对 称 操 作 )。 实际 上 ， 加 上 周期 性 边界 条 件 ， 我 们 同 
样 也 可 以 把 点 阵 取 为 有 限 的 。 为 了 更 好 地 理解 这 一 方程 ， 我 们 就 
这 么 办 ， 并 假定 群 ? 有 相当 大 量 的 对 称 操作 ， 其 数目 为 m。 于 是 ， 
了 是 一 个 m 阶 的 大 群 。 而 对 于 包含 有 hm 个 对 称 操作 的 空间 群 G, 方 
程 (6-6) 不 过 是 一 个 简略 写法 。 因 此 ， 很 明显 ， 此 种 商 群 的 每 一 
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个 元 素 都 “ 隐 含 着 ” 大量 的 操作 。 后面， 我 们 将 明确 看 到 ， 方 程 
《6-6) 的 右边 最 多 只 有 48(= ADM. 

为 了 证 明 G/T 和 点 群 Gp 是 同形 的 ， 我 们 必须 证 明 两 点 。 

(i) 首先 ， 一 个 傍 集 的 所 有 元 素 ， 都 合 有 RR; 作 为 它 的 旋转 部 
分 。 这 很 容易 证 明 ， 因 为 偿 集 代表 性 元 素 是 RITHE |t,}= 
{Ri|Ritn+ T}。 显 然 ， 所 得 结果 的 旋转 部 分 是 RR;。 

Gi) 其 次 ， 反 过 来 说 ， 群 G 中 所 有 的 有 作为 其 旋转 部 分 的 元 
素 一 定 属于 某 个 一 定 的 傍 集 {Ri|T}T。 现在， 我 们 来 考虑 G 的 一 
个 元 素 {Ri|t’}， 并 暂时 假定 它 不 属于 傍 集 {Ri|T}T， 于 是 有 

{Ril TH Rt po = {Ri TR R} 

={E] -U +T}. (6-7) 
因为 结果 应 该 是 G 的 一 个 元 素 ， 所 以 它 一 定 是 一 个 纯 初 基点 阵 平 
移 ( 由 于 旋转 部 分 为 恒 等 操作 )， 因 此 ，t“ 与 T 之 差 只 可 能 是 纯 初 
基点 阵 平移 。 这 时 ， 如 果 我 们 取 t= t+ Ti， 那 么 ， 我 们 立即 看 
到 {Rilt'} 就 是 傍 集 { Ri Try7， 因 为 这 一 偿 集 的 普遍 项 正 是 { 尺 ,| 
THE Ita} = (Kilt, t+ Ti}. 于 是 ,由 于 人 it } 一 定 包 含 在 {RIT} 
和 初 基 平移 了 的 乘积 之 中 ， 所 以 我 们 的 假定 不 成 立 ， 

因此 ， 在 G 关 于 7 的 商 群 G/T 的 元 素 以 及 点 群 G。 的 元 素 之 间 ， 
有 一 一 对 应 关系 (同形 性 )， 对 应 的 元 素 在 G/T 中 是 (RITT, E 
Gb 中 是 {Ri10}， 此 处 i= 1 到 h。 据 此 ， 我 们 可 以 具体 指出 , 例如 ， 
{Rs| Ts}T 对 应 于 Gp 中 的 {Rs|0}。 显 然 ，G ,的 元 素 构 成 一 个 群 , 因 
为 这 一 组 元 素 与 G/T 同形 ， 而 后 者 我 们 在 6-6a 节 中 已 证 明 过 它 构 
成 一 个 群 ， 并 且 ， 对 于 空间 群 而 言 ， 给 予 对 称 操 作 玉 ,的 限制 ， 也 
就 是 ， 对 于 螺旋 操作 而 言 ， 给 予 轴 次 为 1.2、3、4、6 的 旋转 的 限 
制 ， 以 及 ， 对 于 清 移 操作 而 言 ， 给 予 镜 象 反映 的 限制 。( 注 意 , 在 
证 明 Gp 和 G/T 这 种 同形 性 时 ， 我 们 实际 上 也 证 明了 在 第 五 章 中 用 
儿 何 方法 证 明 过 的 间 题 ， 即 螺旋 轴 的 轴 次 也 被 限定 与 真 旋转 轴 的 
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轴 沈 有 相同 的 取 值 ,) 最 后 ，G 一 - 定 是 32 种 结 品 学 点 群 之 一 。 
jo) i 


1。 考 虑 一 对 对 形 的 空间 群 P4122 和 P4322， 写 出 全 部 特殊 点 和 一 般 点 
的 等 效 位 置 坐标 ， 以 及 每 个 点 的 位 置 对 称 性 。 

2。 证明;， 只 要 利用 简略 符号 Fd3m， 就 可 以 导出 沿 L100] 方 向 的 41 轴 ， 
以 及 它 相 对 于 选 定 原点 的 位 置 。 提 示 把 垂直 于 5001J 方 向 的 d HBAS 
直 于 [011] 方 向 的 镜面 相 组 合并 采用 第 五 章 中 的 矩阵 乘法 。 

3。 空 间 群 Plim2、Pic2、P3m1、 Ric 和 723 的 点 群 各 是 什么 ? 每 种 
情况 下 ， 有 具有 最 帘 位 置 对 称 性 的 特殊 位 置 的 位 置 对 称 性 是 什么 ? 

“ 4。 考虑 国际 夷 中 给 出 的 空间 群 Poz。 相对 于 固定 原点 写 出 全 部 基本 
对 称 操作 ， 此 固定 原点 是 取 在 ，(i2 次 轴 的 交点 上 ， GOR PDE. 

5。 很 多 简单 金属 如 Be、Mg、Ti、Zr、Qs、Zn 和 Cd， 都 结晶 成 一 种 
重要 的 结构 ， 即 六 角 密 积 结 构 ， 其 空间 群 为 P6;/mmc(Ds,)。 原 子 是 排 在 


(0，0，0) a(t, 2, ) ) 的 2c 位 置 ， 和 如 果 换 一 种 选取 原点 方法 ， 原 子 则 


是 在 圭 ( 二 ， 荆 ， 工 ) 位 置 。 每 原子 周围 有 12 个 近邻 ，6 个 在 同一 个 ab 而 上 ， 


3 个 在 上 方 ， 3 个 在 下 方 。(a) 证 明 ， 如 果 c/a= (3 ) = 1.633， 则 12 个 
近邻 是 等 距离 的 。(b) 如 果 读 者 沿 c 轴 看 下 去 ， 那 么 此 种 结构 中 平面 上 方 的 
3 个 原子 正好 就 在 平面 下 方 三 个 原子 之 上 。 再 考虑 一 个 面 心 立 方 点 阵 ， 并 
从 《111> 方 癌 看 下 去 。 那 么 ， 绕 任何 一 个 取 为 原点 的 阵 氮 ， 都 有 12 个 等 距 
离 的 阵 点 (6 个 在 原点 平面 内 ， 另 外 3 个 在 上 ， 3 个 在 下 )， 指 出 上 方 的 3 
个 阵 点 并 不 正好 在 下 方 3 个 阵 点 之 上 。 事 实 上 ， 它 们 转动 了 60° 角 .就 是 这 
个 原因 ， 人 们 说 六 角 密 积 结构 的 堆积 层 序 为 4BAB8BAB…， 而 立方 BRB 
构 ( 面 心 立方 点 阵 ) 沿 [111] 方 向 的 层 序 为 4BC ABC…。(c)ZnS, 当 为 纤 锌 
矿 结构 时 ， 空 间 群 为 PBsme(C$。)， 原 子 位 于 (0,0,4) 和 (地 ，3， 吉 +4)， 
此 处 对 于 Zn MS, AWE u= oMa >. TED, Mus 8 并 具有 理想 了 M 
比 时 ， 册 Zn 及 其 四 个 近邻 > 组 成 的 四面 体 ， 正 好 同 6-4e 节 中 讨论 过 的 因 锐 
在 结构 中 的 四 面体 相同 。 
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第 七 革 @ TM 


7-1 引言 


在 这 最 后 一 章 ， 我 们 所 要 讨论 的 是 几 个 与 空间 群 有 关 的 补充 

论题 。 开 始 ， 我 们 大 概 地 介绍 一 下 如 何 识别 某 一 具体 晶体 结构 所 
属 的 空间 群 。 虽 然 对 许多 固体 科学 家 来 说 ， 这 是 一 个 不 常 磁 到 的 
HE, 因为 在 一 般 情 况 下 ， 他 们 研究 那些 特征 已 很 明确 的 材料 。 
然而 ， 尽 管 如 此 ， 看 一 看 这 是 如 何 做 的 也 还 是 有 用 的 。 然 后 ， 我 
们 还 要 讨论 与 空间 群 不 可 约 表示 这 一 概念 有 关 的 某 些 比较 难 一 些 
的 问题 .我 们 将 通过 k = 0 和 ks 0 两 种 简 正 振动 模 的 分 析 来 说 明 
这 一 问题 ， 

这 一 章 所 讨论 的 各 个 专题 ,可 以 不 按 所 给 的 顺序 阅读 。 例 如 ， 
7-2 节 和 7-3 节 就 是 两 个 独立 的 相互 无 关 的 论题 。 还 有 ，7-5a 节 中 
所 讨论 的 k、 0 时 点 阵 的 简 正 振动 模 分 析 ， 也 可 以 与 本 章 的 其 余 
部 分 分 开 来 单独 阅读 ， 这 一 节 在 红外 光谱 和 拉 曼 光谱 研究 中 是 非 
常 重要 的 。 


7-2 tH aa GIR Al & (8) BF 


到 目前 为 止 ， 我 们 主要 集中 讨论 了 如 何 理解 空间 群 和 推导 空 

HE. 现在， 我 们 要 讲授 另 一 方面 的 问题 ， 即 , 根据 图 示 ,或 者 其 

种 原子 模型 ， 或 者 ， 甚 至 一 组 坐标 所 表示 的 晶体 结构 ， 我 们 如 何 

辨认 此 种 晶体 结构 属于 何 种 空间 群 。 这 一 类 问题 是 结晶 学 家 十 分 

熟悉 的 ， 因 为 ， 对 于 任何 晶体 结构 的 测定 工作 ， 它 是 某 些 步 又 中 

必须 考虑 的 。 不 过 ， 对 于 其 它 固体 科学 家 ， 这 个 问题 同样 也 是 重 
。196 。 


要 的 。 例 如 ， 如 果 要 讨论 某 种 晶体 材料 在 结构 上 发 生变 化 的 可 能 
性 ， 而 这 种 变化 后 的 结构 又 是 过 去 没有 实际 测定 过 的 ， 那 么 ， 这 
个 问题 就 显得 重要 了 。 这 在 固体 相 变 领域 中 特别 普遍 , 在 那里 , 随 
者 温度 的 变化 ， 一 种 特定 结构 可 以 变 成 与 原来 结构 不 同 的 几 种 可 
能 结构 之 一 ， 此 外 ， 还 有 另 一 方面 的 原因 ， 如 果 有 某 些 实验 指出 
已 发 表 的 某 种 结构 可 能 不 正确 ， 那 就 需要 重新 测定 此 种 材料 的 空 
间 群 。 事 实 上 ,这 也 可 能 使 我 们 找到 另 一 种 结构 。 在 这 种 情况 下 ， 
为 了 考察 此 种 新 结构 究 竞 是 符合 这 里 的 或 者 是 符合 其 它 的 实验 测 
定 绪 果 ， 常 党 需要 找 出 它 的 空间 和 群 。 一 般 说 来 ,为 了 辨识 空间 群 ， 
我 们 将 采取 的 步骤 如 下 ， 

GQ) 检查 饥 格 参量 ， 看 看 各 个 轴 和 轴 间 角 是 否 相 等 。 这 可 以 
提示 我 们 它 可 能 是 什么 唱 系 .但 正如 我 们 多 次 强调 的 ， 由 于 点 阵 
参量 的 实验 测定 可 能 不 十 分 精确 ， 因 此 ， 我 们 一 定 要 注意 ， 不 要 
认为 各 个 轴 和 轴 间 角 是 否 相 等 就 是 绝对 的 依据 ， 

Gi) 为 了 确定 点 阵 类 型 ， 看 一 看 是 否 有 心 。 这 里 , 重要 的 问 
题 是 ， 这 种 有 心 化 必须 是 对 于 全 部 原子 的 有 心 化 ， 不 能 为 了 使 单 
胞 成 为 有 心 的 而 上 只 是 对 于 一 部 分 原子 的 有 心 化 。 

GID 最 后 ， 找 对 称 元 素 。 这 些 同 (i) 和 (ii) 的 结果 结合 起 来 ， 
就 可 以 找到 空间 群 ， 或 者 ， 全 少 可 以 找到 点 群 。 这 里 ， 首 先 找 一 
找 是 否 有 反 演 中 心 ， 往 往 总 是 有 帮助 的 ,因为 反 演 中 心 的 存在 ,就 
说 明 此 种 结构 是 90 种 中 心 对 称 的 空间 群 之 一 . 

对 于 辨认 空间 群 的 问题 ， 要 想 找 出 一 个 严格 而 迅速 的 规律 
困难 的 ， 所 以 ， 我 们 将 在 下 面 介 绍 几 个 例子 ， 指 出 我 们 应 如 何 着 
手 。 首 先 ， 我 们 举 一 个 有 机 物 章 的 例子 ， 它 的 结 品 体 所 具有 的 空 
间 群 是 许多 注 香 族 有 机 化 合 物 所 普遍 具有 的 然后， 我 们 再 考虑 
饥 詹 矿 结构 ， 虽 然 这 种 结构 很 简单 ， 但 它 有 许多 结构 变 体 也 具有 
与 其 本 身 同 样 的 空间 群 ， 
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7-2a BEY ”万 是 一 种 芳香 族 有 机 化 合 物 ， 分 子 式 为 
CuHio。 图 7-1 所 示 是 它 的 单 分 子 图 ， 由 三 个 茶 环 边 靠 边 地 连接 
在 一 起 所 组 成 。 图 7-2 所 示 是 X 射线 衍射 测 得 的 这 种 物质 的 晶体 


DE 
O12345678 9 10. 
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图 7-2 WYRM. BRV. C. Sinclair, J. M. 
Robertson and A. M. Mathieson» 
Acta. Cryst, 3, 251(1950). 


结构 ， 从 图 上 我 们 
可 以 看 出 单 胞 中 的 
BOY. CRAB 
BURT ORE, R 
们 注意 到 它 的 单 胞 


轴 不 正 交 。 事实 


E. 已 经 测 知 它 的 
点 阵 参 量 为 4 = 
8.561A,p=6.036 
A. c=11.153A, 
B=120°42’,a=Y 
=90°. FÆ. & 
BY 4 BS es 
i], JAX RY Be EH 
SRA BPE 
向 ). 从 图 上 我 们 还 
看 到 ， 对 于 处 于 单 
胞 原点 的 分 子 ， 没 
有 其 它 按照 某 种 有 
心 化 条 件 配置 的 分 
子 ， 因 此 ， 如 图 所 
示 , 单 胞 是 初 基 
的 。 现 在 ， 我 们 再 


来 考虑 对 称 元 素 。 由 图 7-1 可 以 清楚 地 看 出 ， 此 种 分 子 是 中 心 对 
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BH, AA, MRRP RA-THRBR OT, BA, 根据 图 
7-2, 我 们 看 到 在 单 胞 原点 位 置 有 反 演 中 心 , 它 把 原子 4 反 演 到 4 ， 
BR wa) 8’, SS. REA RAP OIK-HL, URAR 
系 对 称 性 的 可 能 性 ， 我 们 就 可 以 知道 此 种 空间 群 的 点 群 是 in 
(Czn)， 因 此 ， 此 种 空间 群 一 定 是 P2/m(C},), P2,/m(C3, 
12/c《C2n) 或 P21/c(Cin)。 所 以 ， RRENA FARE T 次 
轴 还 是 2, 轴 ， 有 镜面 还 是 滑 移 面 就 行 了 . 

”从 图 7 一 2， 我 们 看 到 每 个 单 胞 有 两 个 分 子 ， 第 一 个 分 子 的 中 


心 在 (0，0，0) 点 ， 第 二 个 分 子 的 中 心 在 (二 ， 坟 ,0) 点 按照 单 儿 


品系 的 第 二 种 定向 ， 这 时 2 次 轴 或 2: 轴 一 定 平行 于 b， 并 且 应 该 
与 这 两 个 分 子 有 关 。 很 明显 ,这 两 个 分 子 不 会 由 2 次 轴 发 生 联 系 ， 


因为 它们 相互 位 移 了 闷 ， 因 此 ,这 两 个 分 子 只 能 由 2, 轴 发 生 联 系 。 


严格 考察 一 下 这 个 图 ， 我 们 就 可 以 看 出 有 一 个 平行 于 b 而 通过 
(1/4，0，0) 点 的 2 轴 。 这 样 ,就 把 可 能 的 空间 群 范围 缩小 到 不 是 P 
21/m(C34) 就 是 P21/cCC5%)。 为 了 辨别 这 两 种 空间 群 ， 我 们 现在 
再 来 找 垂直 于 b 轴 的 镜面 。 正 如 前 面 所 看 到 的 ， 这 两 个 分 子 不 可 
能 有 点 式 镜面 操作 关系 ， 因 为 它们 在 垂直 于 b 的 平面 内 沿 a 方 向 相 
互 移动 了 a/2。 显 然 ， 这 里 有 一 个 a 向 滑 移 操作 ， 其 反映 面 垂 直 于 


b 并 通过 ( 0, 荆 ，0 点 。 因此， 这 个 空间 群 一 定 是 P2/a (Cha), 


而 由 寺 a 轴 和 c 轴 可 以 任 选 ， 所 以 它 与 P21/e《C3n) 等 价 ， 

这 种 结构 还 有 男 一 个 我 们 应 该 愉 识 到 的 特 态 ， 尿 是 所 有 原子 
都 在 一 般 位 置 。 但 是 ， 现 在 每 单 胞 只 有 两 个 分 子 ， 而 在 2,/a 
(Cin) 中 每 单 胞 却 有 四 个 一 般 等 效 位 置 ， 这 个 明显 的 了 矛盾 是 怎么 
回 事 呢 ? 如 果 我 们 取 半 个 分 子 作为 一 个 单元 ， 比 如 说 , 取 原 子 A, 
B、C、D、 上 、F、G 组 成 的 半分 子 ,并 设想 它 在 某 个 一 般 位 置 ， 
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那么 ， 我 们 将 看 到 另外 还 有 三 个 被 导出 的 半分 子 ， 于 是 总 共有 四 
个 ， 对 应 于 四 个 一 般 等 效 位 置 。 显 然 ， 四 个 半分 子 构成 两 个 整 分 
子 ， 所 以 我 们 看 到 ,最 终 还 是 不 矛盾 的 。 掌握 这 个 概念 十 分 重要 ， 
因为 结晶 学 家 常常 发 现 它 对 于 确定 分 子 化 合 物 的 晶体 结构 是 很 有 
帮助 的 ,如 果 我 们 事先 已 经 知道 此 种 结构 的 空间 群 是 P2,/a(C5)， 
比如 说 通过 X 射 线 实验 测 得 ， 以 及 通过 密度 测量 计算 得 知 每 单 胞 
有 两 个 分 子 ， 那 么 ， 我 们 就 可 以 断定 此 种 分 子 有 两 个 对 称 相关 的 

半分 子 (通过 反 演 、 螺 旋 或 滑 移 操作 ). STR, HA 7-1 可 以 看 
”出 其 中 的 分 子 是 中 心 对 称 的 ， 因 此 ， 这 两 个 半分 子 通 过 工 (1) 相 
关 ， 而 整个 分 子 的 中 心 与 单 胞 的 反 演 中 心 重合 ， 否 则 ， 在 另 一 种 
情况 下 ， 如 果 我 们 知道 每 个 单 胞 有 四 个 分 子 ， 那 么 ， 尽 管 我 们 只 
是 偶而 会 遇 到 非 中 心 对 称 的 分 子 ， 我 们 就 既 不 能 断定 分 子 是 中 心 
对 称 的 ， 也 不 能 断定 它 在 什么 位 置 . 

这 种 空间 群 可 能 是 有 机 分 子 最 普遍 具有 的 一 种 空间 群 ,例如 ， 
茜 、 染 基 连 氮 、 四 氰 醒 (TCNQ) 和 许多 其 它 有 机 分 子 都 具有 此 种 
空间 群 。 这 种 情况 与 各 向 异性 的 片 状 分 子 堆积 有 关 , Kitaigorod- | 
skii 已 经 特地 对 此 作 了 详细 讨论 。 正 是 这 种 空间 群 寻 致 分 子 作 人 
字形 排列 ， 而 这 是 使 这 类 分 子 堆积 成 最 小 体积 的 最 有 效 方式 。 

7-2b 征 钛 矿 结构 ” 钙 钛 矿 结构 是 化 学 通 式 为 ABX: 的 无 机 化 
合 物 (A 和 B 代 表 阳 离子 ，X 代 表 阴 离子 ) 。BaTiOs、SrTiOs、Ca 
TiO。 都 是 镍 钛 矿 结构 的 典型 例子 。 图 7-3 所 示 是 这 种 结构 的 理想 
图 (通常 是 最 高 温 相 )， 由 图 上 我 们 看 出 ， 它 是 由 位 于 八 面体 顶 角 
的 阴离子 连接 起 来 的 框架 组 成 ， 而 阳离子 3 在 八 面体 的 中 心 ，4 
在 八 面体 之 间 所 形成 的 空隙 的 中 心 。 从 这 个 图 可 以 清楚 看 出 ， 如 
果 我 们 取 某 一 个 阳离子 B 为 原点 ， 按 图 所 示 取 a 轴 、b 轴 和 c 轴 ,我 
们 就 得 到 

a=b=c, a= B=7?=90°, 
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阳离子 4 在 (二 ，。，。)， 


THE BECO, 0, 0), 
pimeXte(1, 0,0). (o 4, o), (0, 0, 2). 


图 7-3 Geek Woe A. 


这 些 点 阵 参量 告诉 我 们 钙 钛 矿 结构 具 有 立方 对 称 性 ， 并 且 单 胞 显 
然 是 初 基 的 。 这 里 ， 某 些 对 称 元 素 是 很 明显 的 。 首先， 阳离子 所 
在 位 置 有 反 演 中 心 。 第 二 ， 在 垂直 于 (100> 方 向 有 镜面 ， 例 如 , E 
直 于 b 轴 ， 通 过 (0，0，0) 点 的 平面 以 及 通过 (0,1/2，0) 点 的 平面 
都 是 镜面 。 第 三 ， 在 垂直 于 面 对 角 线 110? 方 向 有 另 一 种 镜面 .最 
后 ,我们 看 出 沿 (111? 方 向 ， 即 垂直 于 八 面体 三 角 面 的 方向 有 3 次 
轴 。 于 是 ， 由 此 定 出 这 种 结构 的 空间 群 是 Pm3m(O2 )。 当然 ， 我 
们 一 旦 知道 了 这 些 ， 这 种 空间 群 的 其 它 对 称 元 素 也 就 清楚 了 ， 例 
如 ， 平 行 于 立方 单 胞 面 对 角 线 方向 就 还 有 2 次 轴 ， 如 果 我 们 查阅 
一 下 国际 表 中 与 此 有 关 的 一 页 ， 如 图 6-6 所 示 ， 那 就 十 分 容易 看 
出 ， 所 有 原子 都 处 于 空间 群 Pm3m(O}) 的 某 些 特殊 位 置 ， 于 是 ， 
我 们 得 到 

阳离子 4 在 1 位 置 ! 阳离子 B 在 lo 位 置 ， 阴离子 X 在 3d 位 置 . 
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图 7- 4a 所 示 是 此 种 结构 将 单 胞 原点 取 在 阳离子 4 时 的 为 一 种 图 
W. 当然 ， 仔 细 考 查 一 下 驳 会 发 现 这 两 个 图 是 等 价 的 。 

十 分 有 合 义 的 是 ， 这 种 非常 简单 的 饥 铁 矿 结构 可 以 给 出 不 同 
结构 可 相 变 的 许多 变 体 .为 了 最 前 用 的 月 的 ， 我 们 把 这 些 结构 变 
体 分 成 三 类 ， 

(i》 阴 离子 偏离 中 心 发 生 位 移 ，、 或 者 按 平 行 方式 ， 或 者 按 反 
平行 方式 ， 

GD 阴离子 八 面体 相对 于 各 个 轴 产 生 扭转 ; 

Gii 以 上 两 种 效应 都 有 。 

第 一 种 特别 容易 讨论 。 例如 BaTiO; 材料 ， 在 高 温 时 它 是 立方 
3 结构， 然而 在 温度 下 降 时 结构 发 生 转 变 ，Ti 离子 和 Ba 离子 


i 


© Ba 

OO c| b 

@ Ti a 

图 7-4 BAAT E PANTE. 
相对 于 氧 的 框架 沿 [001] 方 回 发 生 了 不 同 程度 的 位 移 ， 这 种 结构 
变化 ， 在 图 7-4b 中 给 出 了 图 解说 明 . 需要 指出 的 是 ， 此 种 结构 
变化 导致 出 一 个 c 轴 人 不同 于 a Alb 轴 的 非 中 心 对 称 结构 ， 因 为 位 移 
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只 发 生 在 原来 立方 结构 的 一 个 4 次 轴 方 向 ， 这 个 方向 的 4 次 轴 还 
存在 ， 但 与 它 垂直 的 4 次 轴 消 失 了 。 这 意味 着 ， 这 时 的 结构 是 四 
方 的 。 另 外 还 有 一 点 需要 指出 的 是 ， 原 则 上 说 ， 连 续 地 把 位 移 减 
小 到 零 ， 这 种 结构 将 变 回 到 立方 结构 。 当 然 ,在 位 移 连 续 变 化 时 ， 
对 称 性 本 身 的 变化 一 定 是 不 连续 的 。 这 进一步 表明 ， 低 温 相 的 后 
群 是 高 温 相 点 群 的 子 群 。 这 种 RAN AMORA A ee, 
并 仍然 保留 有 两 种 镜面 ， 但 垂直 于 L001] 的 镜面 没有 有 了。 由 此 ,我 
们 找到 低温 相 的 空间 群 是 P4mm(C3},)， 其 中 各 原子 的 位 置 如 下 ; 

Bağla H, TIELAS, 

Or 在 10 位 置 ，Orr 和 Crrr 在 2c 位 置 。 

我 们 可 以 看 出 ，P4mm(C1。) 的 全 部 对 称 操 作 都 包含 在 Prmr3m 
(O02) 之 中 。 进 一 步 降温 ， 位 移 转 到 [110j 方 向 (图 7-4c)。 对 这 个 
图 进行 考察 ， 我 们 发 现在 [L110J 方 向 有 2 Ki ÆA TL00 I 
MET [110] 方向 由 有 镜面 。 这 就 是 说 ， 点 群 对 称 性 是 mm 2 
(Co), JR FIER MAR. Ril, KN 2 次 轴 是 在 面 对 角 A A. 
为 了 表示 出 正 交 空 间 群 ， 应 当 用 包含 2 次 轴 和 镜面 的 各 个 轴 作 单 
胞 轴 来 构成 新 的 单 胞 ， 图 7-5 画 出 了 这 种 新 单 胞 的 轮廓 ， 我 们 在 
这 里 看 到 ， 它 是 一 个 C 心 单 胞 ， 其 中 2 次 轴 平 行 于 新 的 ao， 错 面 
垂直 于 新 的 bo 和 co 。 需 要 指出 ， 新 的 co 轴 与 原来 的 5 轴 是 等 价 
的 。 因 此 ， 空 间 群 是 C2mm(C 纪 )。 还 要 指出 ， 由 于 位 移 连 续 减 小 
到 零 ， 这 种 结构 又 恢复 到 立方 结构 ， 所 以 ， 这 种 空间 群 点 群 的 全 
部 对 称 元 素 都 一 定 包 含 在 m3m(COn) 之 中 ， 即 ， 它 是 ”3mCOn) 的 子 
群 。 不 过 要 注意 ， 通 过 位 移 的 连续 变化 ， 不 可 能 直接 从 正 交 相 转 
变 到 四 方 相 ( 不 事先 经 过 立方 相 )， 即 ， 在 这 种 情况 下 ， 正 交 相 的 
点 群 并 不 是 四 方 相 点 群 的 子 群 。 最 后 ， 在 图 7~-4d 中 ， 我 们 给 出 


O 原文 为 平行 于 C5110 方向， 不 够 人 确切， 已 改正 ,一 一 译 省 注 
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图 7-6 Fae ay Pa ew aK. 


BaTiO; 的 最 低温 相 ， 此 
时 的 位 移 是 沿 [111] 方 同 。 
这 也 是 一 种 点 群 为 立方 
m3m(O,) FRM AM, SE 
际 上 ， 它 的 空间 群 是 菱形 
f3m。 现 在 ， 请 读者 自己 
对 此 作出 证 明 ， 

我 们 再 来 简要 地 讨论 
一 下 在 SrTiO; 中 出 现 的 
扭转 八 面体 的 三 AD 结 
构 ， 这 里 有 一 个 从 理想 的 
立方 结构 到 绕 c 轴 有 扭转 
八 面体 结构 的 相 变 、 图 7- 
6 所 示 是 这 种 扭转 八 面体 


结构 。 从 图 上 我 们 看 出 ， 这 种 扭转 使 单 胞 轴 的 长 度 增 大 了 一 信 。 
由 于 绕 c 轴 扭 转 ， 使 这 个 方向 变 为 唯一 的 ， 所 以 这 种 结构 是 四 方 
的 。 读 者 一 定 相 信 自己 能 证 明 这 种 空间 群 是 4/mmc (Dit). 还 
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和 要 指出 ， 通 过 绥 慢 地 减少 八 面体 扭转 ， 最 后 能 回 到 理想 的 立方 结 
构 ， 所 以 它 也 一 定 是 立方 空间 样 的 子 群 。 只 要 洪 查 一 下 『4/mmc 
(D4) 的 对 称 操作 ,就 可 以 证 明 它 们 ERGS Armm OLZA. 


7-5 平移 群 的 不 可 约 表示 


对 于 固体 科学 家 而 言 ， 群 论 的 一 个 非常 重要 方面 是 使 用 不 可 
约 表示 作为 哈密 顿 本 征 函 数 的 标记 。 这 种 标记 描述 了 在 群 的 全 部 
对 称 操 作 下 本 征 国 数 变换 的 方式 ,并 能 给 出 大 量 关 于 简 并 的 信息 。 
下 面 ， 我 们 束 来 很 扼要 地 回顾 一 下 礁 的 不 司 约 表 示 的 某 些 重 要 方 
面 ， 并 把 它们 应 用 于 平移 群 1。 

现在 ， 我 们 回 到 4-1 节 群 的 定义 上 来 ， 并 把 注意 力 集中 于 最 


-终结 论 上 。 读 者 可 能 还 记得 ， 那 里 曾 指出 ， 群 元 素 GG. b, ce 


ms) 中 的 任意 两 个 元 素 之 积 一 定 等 于 和 群 的 另 一 个 元 素 〈 即 go =m, 
等 等 )。 这 可 以 很 方便 地 概括 为 一 个 浇 法 表 . 如 果 群 中 有 4 个 元 素 ， 
那么 它 就 是 一 个 搞 述 所 有 两 个 元 素 相 乘 的 4 行 乘 & 列 的 乘法 表 ， 对 
应 于 群 的 所 有 元 素 ， 可 以 有 一 -组 矩阵 ， 我 们 就 说 这 组 矩阵 形成 一 
个 群 表示 出。 这 就 是 说 ， 对 于 群 的 全 部 元 素 ， 可 以 有 一 组 抑 阵 


(Pa), Pb) Lm), 1 (n)J 与 之 对 应 ， 并 且 这 组 矩阵 与 群 的 


元 素 有 相同 的 乘法 表 ( 按 照 撼 阵 乘 法 )， 即 
Pal (=f im), tttab=am - (7-1) 
群 表 示 的 另 一 个 重要 性 质 是 ， 给 定 一 个 ! 维 的 表示 (由 /个 | x ; 
定 阵 组 成 )， 我 们 总 可 以 通过 相似 变换 找到 一 个 等 价 的 表示 
I’ la) =S“I'(a)s. (7-2) 
此 处 S 是 1 维 非 奇 异 矩阵 。 如 果 方程 (7-1) 成 立 ， 用 方程 (7-2) 很 容 
Siew’ (al =l” CD。 而 且 ， 如 果 给 定 某 一 个 群 的 两 个 
@@ 实际 上 ， 对 于 一 个 给 定 的 群 ， 有 无穷 多 个 群 表示 ， 而 每 一 个 群 表 示 是 一 A 
阵 .一 一 译 者 注 
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#£al GO) ALG. KNAW BHA MIG) 
+ 丁 .(i)， 此 处 i = 13h, PRE + PSE RE 是 
Iida) 0 Ia) 0 
1 六 (da) 10 hol (7-3) 
ee. GLANS ADE OMS AN TEC -3 BS 
表示 称 为 方块 形 表示 。 这 种 方块 形 表示 ， 或 者 , 由 方程 (7-3) 经 过 
方程 (7-2? 的 相似 变换 而 掩盖 了 方块 形 的 表示 ,我 们 称 之 为 可 约束 
示 。 不 能 变换 成 方块 形 的 表示 则 称 为 不 可 约 吕 示 . 
正如 群 的 元 素 可 以 按 6-6 节 所 述 分 成 类 -一样 ， 乞 阵 表 示 也 可 
以 分 成 类 。 如 果 群 的 某 些 元 素 属于 同一 个 类 ， 那 么 ， 我 们 可 以 用 
方程 (7-1) 和 (7-2) 证 明 ，、 它 所 对 应 的 矩阵 表示 也 一 定 属于 同一 个 
类 。 我 们 还 可 以 由 此 导出 群 论 中 一 个 很 有 用 前 定理 ， 即 ， 对 于 给 
定 的 群 ， 不 可 约 表示 的 数目 等 于 类 的 数目 。 至 于 如 何 确定 所 给 定 
的 群 的 类 ， 几 乎 在 任何 一 本 群 论 书 中 都 可 以 找到 许多 例子 ,所 以 ， 
我 们 不 再 讨论 这 个 问题 。 不 过 ， 我 们 要 指出 ， 附 录 8 中 32 种 点 群 
表 所 列 出 的 对 称 操作 已 经 分 成 类 ， 在 那里 ， 可 以 看 到 类 的 数目 与 
不 可 约 表 示 的 数目 是 相等 的 . : 
现在 ， 我 们 来 考虑 平移 群 ， 为 了 方便 ， 我 们 讨论 一 个 一 维 点 
阵 。 这 里 ， 对 称 操作 由 {1|tw} 给 出 ， 其 中 t=wa。 对 于 这 种 群 ， 
{1|tmn) {1|ta)} {lltm} = {1]t-m}{1ltnm}= {1|tr}, (7-4) 
所 以 ， 平 移 群 上 多 少 元 素 就 有 多 少 不 可 约 天 示 。 同 样 为 了 方便 ， 
我 们 考虑 一 个 具有 周期 性 边界 条 件 的 有 限 点 阵 , 令 Y 等 于 阵 点 数 ， 
则 周期 性 边界 条 件 可 表 为 
{iltriw}={1 (tp). (7-5) 


4 


现在 ， 由 于 
{1ltn}= {1ia} = (ay ， (7-5) 
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从 而 我 们 可 以 把 整个 群 用 一 个 母 元 素 {11a} 表 示 ， 而 对 于 这 个 母 
JTX. (lja) = {110}。 于 是 ， 由 i\11a} 产生 的 群 表示 可 以 由 1 
的 必 个 根 组 成 ， 这 是 因为 ， 这 些 根 与 群 元 素 有 相同 的 来 法 表 。 
Pf. ay = [1] = Lett PMN = ett ™/N, ma 整数 (7-7) 
由 于 不 可 约 表示 只 能 与 类 的 数目 一 样 多 ， 而 现在 类 的 个 数 是 必 ， 
所 以 当 m 取 整数 时 ,其 值 一 定 受 限制 ,我 们 通常 是 取 0<m<w ~ 1. 
要 写 出 平移 群 的 全 部 不 可 约 表 示 是 很 容易 的 ， 并 且 ， 由 于 它们 都 
是 一 维 的 ， 所 以 表示 和 和 特征 标 ( 和 矩阵 表示 的 对 角 元 素 之 和 ) 是 相同 
的 。 表 7-1 给 出 的 是 导出 的 特征 标 表 。 在 表 的 第 一 列 (11a} 下 边 ， 
WEA mt, RRA (7-7) 列 出 了 1 的 六 个 根 ， 其 余 备 列 


7-1 FB HT 可 约 表示 
| {iia} {1la}2 ... | {Iia}! | {1la}N = {110} 
| ee 一 一 一 一 一 一 一 
m= 0 i 1 : 
1 € e? vet 
9 2 eî E2N-2 c2N =] 
N-1 | (ENT | 7 2N-2 2 | eaN- Net 


"n m. Oo 


其 中 [es exp (2m /N)] 


{11a}2 等 等 是 第 一 列 的 平方 等 等 . 最 后 一 列 {11a}*”= {1/0}, Br 
有 表示 都 是 1 。 因 此 ， 最 后 一 列 给 出 了 恒 等 操 作 的 结果 。 在 多 数 
特征 标 表 中 ， 通 常 是 把 它 放 在 第 一 列 。 这 里 要 指出 ， 数 字 mw 就 是 
不 可 约 表示 的 标记 ， 

对 于 三 维 点 阵 ， 由 于 在 三 个 方向 上 都 有 平移 ， 所 以 合成 的 不 
可 约 表示 就 是 一 维 表示 的 直接 乘积 。 于是， 注意 aljaj = 411 
na}， 我 们 就 可 以 分 别 写 出 一 维和 三 维 的 第 mn 个 不 可 约 表 示 为 : 

[nililna} = em, (7-84) 
和 


L momom tllta): = ghee N/N ger MN/N em n/N 
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(7-86) 
HPN , Fe St A m E AP PB 
如 果 引 入 倒 易 空间 和 布 里 渊 区 概念 ， 我 们 可 以 对 方 程 《7-8) 
给 出 一 个 重要 而 简单 的 几何 解释 ， 倒 易 点 阵 矢 量 a* b*, c*, Ay 
MURRETE ERa, b, GEXH: 
a*=2rbxc/a. (bxc) 
b*+=2xcxa/b. (cxa), 
c*= 2ra xb/c.» (axb). (7-9) 
Hy x Bey FE SA a 
aea*t=be b*¥=c-+c*=2n, | 
和 asb*=b+c*t=c-a*=0, (7-10) 
这 里 要 特别 指出 ,根据 方程 (7-10) ,一 个 正点 阵 轴 总 有 两 个 倒 易 轴 
与 它 垂 直 .。 而 且 , 如 果 正 点 阵 是 由 正 交 拓 量 组 成 ( 正 交 .四 方 或 立方 
BA) ,那么 ， 各 个 倒 易 轴 都 与 它们 对 应 的 正点 阵 轴 平行 ， 大 小 是 
ja*| =2a/a, |b*|=22/b, |c*) =2a/c. (7-11) 
了 于是， 我们 可 以 定义 一 个 倒 易 空间 点 阵 ， 其 中 倒 易 点 阵 天 量 K， 
是 
K,=mat+ngbt+mc*, 位 = 任意 整数 。 (7-12) 
图 7-7 所 示 是 出 方程 (7-12) 定 义 的 一 个 二 维和 定形 氮 阵 (大 圆 氮 ). 倒 
易 空 间或 倒 易 点 阵 空间 就 是 由 这 些 氮 定义 的 空间 。 在 这 个 空 回 内 
部 ， 我 们 可 以 定义 一 组 天 量 
k= pa*+ pob* + poc*. (7~13) 
这 个 方程 看 上 去 好 象 就 是 方程 (7-12)， 但 一 般 来 说 ，12;| 要 比 1 
小 得 多 。 正 因为 b; 很 小 ， 于 是 我 们 发 现 ， 各 个 Kk 的 端点 在 倒 吻 空 
闻 中 形成 一 个 密度 很 高 的 点 阵 。 至 于 方程 (7-13)k 值 的 确定 可 
以 由 方程 (7-8) 消 去 mi 得到。 为 了 消去 zx， 我 们 注意 到 有 
ket, = Pimaca* 二 27pm + (7-14) 
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现在 ， 如 果 我 们 令 P = -oa i, MBAR, ER HAE AD, 的 
限制 ， 凤 

K-A SN -1)/Ni. (7-15) 
MERR, 这 就 要 求 |p,| 小 于 1 。 于 是 k 就 代替 m 成 为 不 可 约 表 
示 的 标记 。 由 此 给 出 第 k 个 不 可 约 表示 为 : 

Ick; {1|tn}) =e" te, (7-16) 
”对 于 10 x 10 个 单 胞 组 成 的 二 维 点 阵 ， 图 7-7 所 示 是 其 倒 易 空间 中 
的 允许 值 ， 在 实际 晶体 中 ， 由 于 单 胞 数目 非常 多 ， 所 以 点 的 密度 
非常 高 。 另 外 ， 由 于 
| en tks ty z g-i(S n arare) _ p~2a(s Mite) ~ 1, (7-17) 
所 以 ， 倒 易 空 间 Kk 的 允许 值 可 以 画 在 另 一 种 更 方便 的 初 基 单 胞 内 ， 
即 用 打 撤 的 数字 标记 的 初 基 单 胞 内 ， 如 图 7-7 所 示 。 如 果 将 图 上 
所 示 空 间 的 不 同 部 分 ， 分 别 减 去 K = a*、b* 或 a* + b*， 我 们 就 得 
到 这 种 新 的 单 胞 ， 这 是 因为 ， 方 程 (7-17) 已 指出 ， 在 方程 (7-16) 
所 示 的 不 可 约 表示 中 把 k 加 上 K 是 没有 差别 的 。 这 种 新 得 到 的 倒 
易 空间 中 的 单 胞 ， 就 是 惯用 的 第 一 布 里 渊 区 ， 它 对 称 地 围绕 着 一 
个 倒 易 阵 点 .一 般 情况 下 ， 可 以 在 倒 易 空间 中 按照 维 格 纳 - 赛 效 作 
图 法 得 到 第 一 布 里 渊 区 的 图 形 。 不 过 ， 我 们 要 认识 到 这 主要 是 作 
图 的 方便 。 就 布 里 渊 区 本 身 来 说 ， 它 只 是 倒 易 空间 的 一 个 单 胞 ， 
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图 7~7 大 圆 点 表示 2 维 倒 易 点 阵 ， 小 加 点 表示 可 能 的 k 矢 量 端点 
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因此 原则 上 上 说 可 以 任意 选取 。 俱 维 格 纳 - 赛 效 作 图 法 , 既 保 证 了 所 
得 到 的 倒 饭 空间 单 胞 是 初 基 的 (只 合 … 个 倒 易 阵 点 )， 困 时， 也 具 
体 展 示 了 此 种 布 拉 菲 点 阵 的 最 癌 对 称 性 。 如 果 以 布 里 湖区 为 基础 
进行 计算 ， 无 疑 这 是 很 方便 的 。 

因此 ， 布 里 渊 区 包含 了 标记 平移 群 不 可 约 表示 的 的 各 种 允 
许 值 。 这 些 允 许 值 被 限制 在 - a*/2 到 a*/2, 等 等 的 范围 之 内 .于 
是 ， 由 前 面 方 程 (7-15) 给 出 的 对 Pi= mN 的 限制 ， 现 在 就 变 
为 


— ; < ~ p+ + (7-18) 


Hy Fe (7-18) EXRAIL A, HPS 
许 值 稍 多 一 些 。 多 余 的 一 些 取 值 出 现在 单 胞 边界 上 ， 但 这 并 不 造 
成 什么 困难 ， 因 为 它们 彼此 相差 一 个 倒 易 矢量， 而 按照 方程 (7- 
17), 可 以 把 它们 看 成 是 相同 的 。 

如 果 考 虑 固体 中 电子 的 波动 方程 ， 我 们 可 以 指出 ， 平 移 群 不 
可 约 表示 的 标记 k 是 有 物理 内 容 的 ， 它 就 是 在 晶体 中 传播 的 波 的 
波 矢量 (|kl@ =2x/4)。 可 以 很 容易 证 明 ， 端 点 在 布 里 渊 区 边界 
上 的 波 矢量 对 应 于 满足 布拉格 反射 定律 的 波 ， 所 以 这 种 波 除了 散 
射 之 外 是 不 会 在 晶体 中 传播 的 ， 

对 于 某 个 给 定 的 波 矢量 k, 具 有 平移 对 称 性 的 哈密 顿 本 征 函 数 
只 能 按 第 k 个 不 可 约 表示 进行 变换 ， 即 k 是 这 个 本 征 函数 的 标记 。 
实际 上 ,不 仅 在 平移 群 对 称 操作 下 ， 而 且 在 空间 群 的 全 部 操作 下 ， 
险 密 顿 量 也 总 是 变换 为 它 本身 。 因 此 ， 代 表 本 征 函数 变换 性 质 的 
标记 ， 除 了 包含 有 一 定 的 k 之 外 ， 还 应 该 包含 有 空间 群 商 群 的 特 
定 不 可 约 表 示 的 标记 ， 而 这 种 空间 群 商 群 是 对 于 给 定 的 k 所 取 的 


r eee 
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关于 平移 群 的 商 群 (关于 和 群 或 小 群 ， 参 阅 后 面 的 讨论 )。 


7-4 上 ks0 的 表示 


当 讨 论 k = 0 的 群 论 问题 时 , 我 们 可 以 利用 与 点 群 Gp 同 形 的 商 
G/T. 因此 ， 在 进行 此 种 分 析 时 ， 我 们 可 以 采用 与 点 群 相 同 的 
表示 ， 不 过 ， 如 果 K 二 0， 问题 就 会 变 得 比较 复杂 。 这 里 ， 我 们 概 
括 地 介绍 一 下 某 些 结论 ， 

处 理 k 志 0 问题 有 两 种 不 同 的 方案 。 其 中 较 旱 的 一 种 是 由 
[erring 根 据 商 群 Ck/r 的 结构 提出 的 方案 。 此 处 , Gg 是 空间 群 G 
的 子 群 ， 其 中 包括 k 不 变 或 通过 加 一 个 倒 易 矢量 使 k 改变 的 全 部 
元 素 { 上 [tn+T}， 这 里 ;是 遇 体 的 点 阵 平移 矢量 , T 是 非 点 式 平 
BR 量 。Cx 就 称 为 k 群 或 小 群 (little group). TÆ Ae ES 
在 exp(—-ik+t) = 1 条 件 下 的 子 群 ， 由 于 我 们 仅 只 “分 出 去 ” 一 部 
分 平移 ， 即 我 们 仅 具 忽略 了 那些 对 应 于 expl- iket)= -1 的 平 
移 ， 所 以 得 到 的 商 群 仍然 是 很 大 的 。 

第 二 种 比较 近期 的 处 理 方案 是 扩展 (射影 或 投影 ) 表 示 mul- 
tiplier representation) 法 ， 这 种 方法 首先 由 Lyubarskii 引 入 处 
理 固体 物理 问题 ， 后 来 又 由 Maradudin and Vosko 应 用 于 简 正 
模 分 析 。 这 种 方法 使 我 们 能 够 通过 最 多 有 A 个 元 素 的 小 群 来 讨论 
非 零 k 问题 。 由 此 ， 可 以 得 到 一 组 完备 的 关于 不 可 约 扩展 表示 的 
表 ， 很 大 程度 上 与 点 群 表 示 的 处 理 方法 相同 。( 事 实 上 , Kovalev 
的 表 就 是 不 可 约 扩 展 表示 的 表 .) 由 于 第 二 种 方法 比较 方便 ,所 以 ， 
我 们 将 只 限于 讨论 扩展 表示 。 不 过 ， 我 们 在 这 里 将 只 作 概 略 的 介 
绍 ， 因 为 更 详细 的 讨论 可 以 在 Lyubarskii 的 书 中 找到 ， 

如 前 所 述 ， 我 们 用 C 代 表 空 间 群 , 令 ! 是 C 中 全 部 平移 所 组 成 
WRT Na. Fie. 可 以 分 解 成 以 波 矢 量 k 为 特征 的 了 的 许 
多 个 一 维 表 示 。 属 于 ! 而 表征 了 表示 的 这 一 组 矢量 K,、k2、…… 的 
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集合 ， 称 为 表示 星 ，(star of the representation), If HB Wie 
明 它 相对 于 C 的 元 素 是 不 变 的 。 这 意味 着 ， 表 示 星 中 每 一 个 矢量 
在 CG 的 任 一 元 素 作 用 下 ， 都 将 变换 成 这 个 表示 星 申 的 另 一 个 矢 
E. 
现在 ， 我 们 来 考虑 上 面 定义 的 G 的 子 群 Gx, MRE, WHC, 
的 表示 被 称 为 小 表示 (small representation), #AI (k; {R| 
t+T})。 可 以 证 明 ， 矢 量 k 和 表示 k, {Rita + tT PE— H kE 
wml. WH, WR ck; {Al t,+ 了) 是 单一 的 ， 则 / 也 是 单一 
By; MR ck; {AIT RPA Aw, WEBER, B 
之 也 是 如 此 ， 
我 们 来 比较 详细 地 考察 一 下 表示 ! ks {RItn+ 7T})。 前 已 指 
出 ， 群 Gx 的 任 一 元 素 可 以 表 为 {R|ts+ 7}。 我 们 还 可 以 定义 一 个 
群 Ck， 这 个 群 由 所 有 的 元 素 尺 组 成 ， 我 们 称 它 为 波 矢 k 的 点 群 或 
小 共 协 群 (little co-group). 对 于 点 群 Gg 的 每 一 个 元 素 R， 对 应 
”地 有 一 个 由 下 式 定义 的 算 和 从 TC(k; K): 
Tk; Ral ck; {RIt, + Teh eet, (7-19) 
如 果 不 考 虑 每 一 个 元 素 玉 对 应 于 群 Crk 中 无 限 多 个 不 同 操作 这 一 事 
实 ， 那 么 ， 这 个 定义 是 唯一 的 。 因 此 ,我 们 看 到 矩阵 算 符 TCk; A) 
完全 决定 了 表示 Gk，{R|ta+ t. kW ABC, HK AG T 
(k; 全) 之 间 有 一 一 对 应 关系 。 然 而 ,矩阵 4(k， 人) 在 一 般 情况 下 
不 能 提供 一 个 通常 意义 的 Cr 的 表示 。 为 了 说 明 这 个 问题 ,我 们 来 
FRUER FERRE BU RELA, [tay SAL Ae] tis}, 此 处 为 了 简 
单 起 见 ， 我 们 令 ttu = ts+ th, tw=tat+h RNA 
{fy | tay pt Pelt} = (Rel tay + Ati}. (7-20) 
利用 方程 (7-19)， 于 是 我 们 得 到 
Tok; RRd =L ck; {Rto)} {Rtg pe ot Rita», 
(7-21a) 
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现在 , 我 们 看 方程 (7-21ca) 中 的 k.Aito 项 。 在 图 7-8c 中 我 们 指出 
了 这 一 项 的 含意 。 首 先 ， 算 符 , 把 ts, 按 反 时 针 方 向 转 过 $y 角 ， 变 
成 大 小 相同 的 新 矢量 ttz)。 然 后 ， 作 它 和 k 的 标 积 ， 于 是 k 经 过 ! 角 
投影 到 tl, ,上 ， 得 到 长 度 0A。 在 图 7-8b 中 ， 我 们 给 出 了 A 六 to， 
的 等 价 图 。 XH, A ERE kik 顺 时 针 方向 转 过 乡 角 变 成 矢量 


for i, 


(2) O 


图 7~8 XH Fke Ritia MR 'k - to Aw. 


k“， 然 后 它 又 经 过 0 ARB GF 长 度 08。 因 为 在 两 个 图 上 Kk 和 
ta) 之 间 的 夹 角 相同 ， 即 9+%= 0 +y, 所 以 =0。 这 说 明 k.A 
takik vt 等 价 ， 所 以 ， 我 们 可 以 写成 
Tk; RR D= Ck; 人 te)) 
ok; { RoCt yo) emt ty tB E tay) 
=T(k; RDT(k; R, Jet EET O- ta), (7-21b) 
MEG EM, TORR, 既 可 能 不 改变 k， 也 可 能 在 k 上 加 上 一 个 
倒 易 氮 阵 矢 量 k 把 K 变 换 成 一 个 等 价 的 天 量 ， 即 
Riik=k+k, (7-22) 
因此 ， 
Tek; RR,)=Tk; Ri)TCks Re: ëz, (7-23) 
Hab, RAAT Ket, = 20x YRKAR. ERF, Alk R, 
R) = eE t: 称 为 扩展 因子 CMultiplier)， 而 矩阵 了 CK，R) 则 对 
波 矢量 k 的 点 群 G4 给 出 了 单一 扩展 表示 。 根 据 方程 (7-19)，Gi 的 
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每 一 个 不 可 约 表示 都 对 应 于 一 个 维 数 相同 的 点 群 Gx 的 不 可 约 扩 
EER. RRB, WRK KSA RAR RR 
量 K 恒 等 于 零 ， 所 以 扩展 因子 等 于 1 。 对 于 点 式 空间 群 ， 扩 展 内 
子 也 总 是 等 于 1 。 因 此 ， 对 于 这 两 种 情况 ， 和 矩阵 T(k， 尺 ) 给 出 了 
点 群 Crk 的 一 般 表 示 。 只 有 对 于 非 点 式 空间 群 的 晶体 ， 当 k 在 布 里 
渊 区 边界 上 时 ，7T(k;， 忆 才 可 能 给 出 与 一 般 表示 不 同 的 Gk 的 表示 
(然而 并 不 是 必然 不 同 )， 

现在 ， 我 们 来 解决 如 何 计算 Crk 的 不 可 约 扩展 表示 旬 问 题 。 为 
了 说 清楚 这 个 问题 ， 最 容易 的 方法 是 用 具体 例子 。 我 们 来 考虑 空 
间 群 P2,/6(C54)( 第 一 种 定向 )， 以 及 由 (0，6*/2，c*/2) 给 出 的 
波 矢 k。 图 7-9 所 示 是 初 基 单 斜 唱 体 的 布 里 渊 区 ， 其 中 C 是 波 矢 kK 
的 端点 。 如 果 考 察 一 下 倒 易 空 间 中 这 一 点 周围 环境 的 对 称 性 ， 我 
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图 7-9 MMR in Hh BAK. 
们 很 容易 确定 这 一 波 矢 的 点 群 Ge 是 2/m(C2n), 它 所 具有 的 对 称 元 
素 是 {1，2[0 0 1 ]，1，m[ 0 0 1 ]}。 我 们 在 下 一 节 将 会 看 到 ， 
与 此 对 应 的 G 的 元 素 是 {110}、{2[ 0 01110, 0, 5)}、{Il7 
(0, 55 5d} s{mL00 1 J] T+ (0, > ,0)}. 在 这 里 ,我 们 已 经 忽略 了 
无 限 多 个 平移 tn， 因为 方程 (7-23) 表 明 它 们 并 没有 出 现在 扩展 因 
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于 之 中 。 现 在 我 们 利用 群 所 具有 的 关系 
RR = Ry, (7-24) 
于 是 ， 从 方程 (7-23) 就 可 以 得 到 
Tek; R,=TCk; R,)T(ks Ropet tE or. 
(7-25) 
因此 ， 对 于 不 可 约 表 示 有 
Pr) = PEPE et Re Weta 
=t'( PACC; Rp, Rg), (7-26) 
Herp?! p) Rem WEE Bit ABH) mt HR, BER, Pq) Ae! 
(r) 有 同 柱 含意。 对 于 操作 的 每 一 个 组 合 ， 我 们 可 以 从 扩展 因子 59 


(k，Ro，Ra) 的 组 合 着 手 ， 例 如 ， 对 于 {ilr(0，;，，-，)} 和 {mr 
(0， 斑 ，0)} 的 组 合 ， 为 了 方便 我 们 把 这 些 操作 的 旋转 部 分 表 为 


As 和 必 ， 于 是 我 们 得 到 
dk; Rg, Ry) = ett" FE Fo, 4.0) 
~ pi2k.r (0,-5.0) 
= gt2(b™2+0%/2).b/2 
= 一 | (7-27) 
在 表 7~2 中 我 们 列 出 了 关于 此 种 kK 值 的 全 部 扩展 因子， 以及?'(2p) 
D 的 乘法 家。 因为 点 群 G 是 2/m《(Csn)， 并 且 维 数 的 平方 和 一 
定 等 于 群 中 元 又 的 数目 ， 所 以 它 将 有 四 个 一 维 表示 ， 或 者 只 有 一 
个 二 维 表 示 。 但 我 们 看 到 有 


tp?) = t'(g)? p), (7-28) 
所 以 它 的 表示 一 定 是 一 维 的 ,不 可 约 扩展 表示 的 表 ( 表 7-2) 很 容易 
根据 乘法 表 直 接 观 侍 得 到 。 


现在 ， 我 们 再 来 考虑 k = (0，0，c*/2) 的 情况 。 此 时 ,2 点 的 
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点 群 Gk 也 是 2/m(C2n)。 表 7-3 列 出 了 扩展 因子 中 $k，R。，R,)® 
以 及 对 应 的 乘法 表 。 此 时 ， 我 们 看 到 有 
人 (3) 人 (4) = 一 全 (4)21C3)， (7-29) 
于 是 ， 对 于 此 时 的 Gk， 只 有 单个 的 2 维 表示 是 可 能 的 。 我 们 可 以 
按 以 下 方法 导出 这 个 表示 。 考 虑 把 这 个 表示 分 解 成 TECH 
表 7-2 (a) 空间 群 P2,/bCC5,) 中 K = (0, b*/2, c*/2) 点 上 
关于 操作 R = 《110)}、R,={2|Tt 0, 0, 1/2)}, 


R ={ĪITO, 1/2, 1/2) }、R = {mlTt(0,，1/2, 
0) } 的 扩展 因子 中 (k，Ri，Ri)，(b) 不 可 约 表 示 


FY SE SE RFS HERR. 
(a) 
b(kih;R;) | R, | R3 
- 一 a 六 一 一 - 
| 1 | 1 
i i 1 
1 -1 
1 -1 
| ti(2) 
| 2i(2) #:(3) | Sia) 
2: (1) -$1(4) | -$i(3) 
~ 人: (4) iG) -Îi (2) 
| ~ 人 (3) - ĉi (2) $i (1) 
alo = eo | dlo {m0} 
p! 1 1 1 | -1 
G2 1 | 1 -1 1 
$3 1 | ~] l 1 
z 1 | -1 -1 -1 
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一 维 表示 。 为 了 实现 这 样 的 分 解 ， 操 作 {2[001 10 的 矩阵 人 (2) 


J 0 1 0 一 90 o 
(o 让 | a ( 0 J, (7-30) 


因为 对 角 元 素 一 定 由 点 群 2CCs) 中 4210} 操 作 的 特征 标 组 成 。 然 
而 ， 由 于 后 两 个 矩阵 同 所 有 甜 阵 都 可 以 对 易 ， 所 以 要 把 它们 排除 
m.e TE 


n el 0 i 
2 = (7-31) 
现在 ， 我 们 令 
a $ 
ei (3) = 4). (7-32) 
由 表 7-3， 我 们 发 现 有 
#*(2)8'(3) = 一 人 (3) 人 (2)， (7-33) 
所 以 
1 0 b bl 0 
(i i -(。 ne _ 1) (734) 
或 
b »-ab 
o al. y) (7-35) 
由 此 ， 我 们 求 得 a = 0，d = 0。 另外， 还 发 现 有 
TBB) = 一 全 (1)， (7-36) 
或 
0 5.,0 6 1 0, 
(ll, el a, (737) 
由 此 得 到 ze= -1。 我 们 任意 令 8=1，c= -1， 从 而 有 
LOTE 上 (7-38) 
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7-3 Sa RHR, (Bk= 0, 0, C*/2) 


(a) 
$b ki RiR RR | R, 
R, 1 | 1 
R, | 1 
Ra | 1 -1 
R 1 -1 
-vv OL 
tT: (1) | TED) 
E(D BQ) 
EAD ， ÈD 
#:(3) | - #4) 
Ti (4) -%: (3) 
(c) 
{1/0} | {210} {110} | {m10} 


现在 ， 要 求 出 4 (4) 就 是 一 个 简单 问题 了 ， 求 得 的 表示 如 天 7-3 
所 示 ， 因 为 在 这 种 情况 下 只 有 一 种 表示 ， 所 以 指标 :只 有 一 个 值 
1。 和 需要 指出 ， 我 们 的 结果 表明 Z 有 二 重 简 并 。 这 是 非 点 式 空间 
群 布 里 渊 区 边界 上 特殊 点 2Z 的 必然 结果 ， 并 且 由 于 这 个 原因 使 不 
同 的 谱 线 之 间 发 生 “ 烙 贴 ”现象 ， 例 如 电子 能 带 或 简 正 模 在 这 一 特 
定 k 值 上 发 生 的 现象 ， 

按照 这 里 搞 述 的 方法 求 得 的 不 可 约 扩展 表示 的 表 与 人 ovalev 
表 中 的 结果 完全 相同 ， 所 以 原则 上 说 ， 读 者 自己 现在 应 能 推导 出 
任何 这 样 的 表 ， 
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7-5 HERSH 

在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 叙述 的 是 ， 在 学 习 了 有 关 空间 群 和 不 
可 约 表示 的 知识 之 后 ， 我 们 如 何 应 用 这 些 知识 来 研究 在 结晶 固体 
中 传播 的 振动 波 或 声 子 对 称 性 问题 。 在 这 里 ， 我 们 不 准备 作 十 分 
详细 的 讨论 ， 因 为 在 许多 关于 群 论 的 文献 和 书籍 中 都 可 以 找到 很 
详细 的 讨论 ， 

我 们 将 从 十 分 普遍 的 问题 ， 即 k~0 报 动 的 简 正 模 分 析 开 始 计 
论 ， 然 后 再 概要 地 讨论 k 夺 0 的 简 正 模 。 我 们 早 就 说 过 ， 后 一 个 谨 
题 在 文献 中 很 少 讨论 ， 即 使 有 一 些 讨论 ， 也 常常 因为 用 了 大 量 数 
学 反而 使 人 感到 含糊 不 清 。 我 们 打算 采用 一 种 很 简单 的 方法 讨论 
这 一 课题 ， 当 然 ， 这 既 不 严格 也 不 完全 。 然 而 ， 我 们 希望 这 里 的 
讨论 能 有 助 于 读者 更 好 地 理解 与 此 有 关 的 文献 

7-5a ks0 点 阵 振动 固体 中 kx0 的 波 有 很 长 的 波长 


(1k) = 72), BULA RS AGM. RATT DL 


确定 振动 的 简 正 模 ， 因 为 它 表 明 适 当 波 长 的 光 可 以 被 吸收 《在 红 
外 区 ), 也 可 以 受到 非 弹 性 散射 ( 拉 曼 散射 )。 在 实验 室 里 很 容易 完 
成 这 两 种 过 程 的 光谱 分 析 ， 从 而 求 出 简 正 模 的 波 数 和 频率 。 这 些 
简 正 模 的 分 析 工 作 通 常 是 用 标准 的 群 论 方法 ， 在 文献 中 已 经 对 此 
有 广泛 讨论 ， 特 别 是 关于 孤立 分 子 的 讨论 。 

对 于 某 个 分 子 来 说 ， 其 对 称 群 也 就 是 分 子 的 瓜 群 。 从 这 一 事 
实 出 发 ， 我 们 可 以 对 分 子 的 分 析 工 作 作 一 个 十 分 简单 的 总 结 。 如 
果 分 子 有 pp 个 原子 ， 那 么 ， 因 为 在 三 维 空间 中 每 个 原子 有 三 个 振 
动 自由 度 ， 所 以 有 3p 个 振动 简 正 模 。 这 3p 个 简 正 模 可 以 用 pp 个 原 
子 的 任意 位 移 来 描述 。 我 们 给 每 一 个 原子 附加 上 一 个 坐标 系 ， 它 
的 三 全 轴 为 x<、y、z。 于 是 ， 我 们 总 共有 3p 个 坐标 xX,，y1， 213 X99 
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Yor Zas Xp Yp Zp 现在 我 们 一 定 要 问 ， 这 3p 个 坐标 在 分 
子 点 群 的 全 部 对 称 操作 之 下 如 何 相互 变换 。 对 于 每 一 个 对 称 操 
作 ， 我 们 得 到 的 是 一 个 描述 此 种 变换 的 3px 3b 和 矩阵 。 这 A 
就 构成 群 的 表示 ， 其 中 有 是 这 个 群 的 阶 。 求 解 这 个 问题 ， 我 们 
只 需要 知道 这 个 玫 示 的 特征 标 。( 特 征 标 、 轨 迹 或 迹 是 矩 阵 的 对 
角 元 素 之 和 , ) 这 使 得 问题 的 解决 变 得 相当 容易 ， 因 为 ， 对 于 一 定 
的 对 称 操作 ， 如 果 原 子 在 对 称 操作 下 能 变换 到 本 身 ， 那 么 它 对 特 
征 标 才 可 能 有 贡献 。 根 据 标准 的 群 论 方法 ， 为 了 确定 振动 的 简 
正 模 究竟 按 哪 一 种 不 可 约 表示 变换 ， 我 们 可 以 将 这 种 表示 的 特 
征 标 进行 约 化 。 这 里 ， 我 们 不 再 举 用 这 种 方法 讨论 分 子 的 例子 ， 
因为 它 基 本 上 和 用 于 晶体 的 方法 相同 ， 下 面 将 对 晶体 做 充分 的 讨 
is. 

对 于 晶体 ， 除 了 对 称 群 显然 是 空间 群 而 不 是 点 群 之 外 ， 同 样 
的 方案 也 是 适用 的 。 由 于 我 们 要 讨论 的 是 长 波 极限 情况 ， 每 一 个 
单 胞 与 下 一 个 单 胞 振动 位 相 相同 ， 所 以 ， 晶 体 的 全 部 平移 对 称 性 
也 适用 于 简 正 模 。 于 是 ， 对 于 长 波 极限 情况 ， 任 何 一 个 单 胞 中 的 
任何 位 移 都 可 以 通过 平移 回 到 取 作 原点 的 单 胞 之 内 来 ， 因 而 我 们 
HES BM REARS (RI TRUE, HPT 胞 周期 
的 分 数 。 当 然 ， 这 些 操 作 只 是 空间 群 高 群 的 对 称 操作 。 把 这 些 对 
称 操作 应 用 于 初 基 单 胞 中 的 p 个 原子 ， 于 是 对 每 一 个 操作 我 们 都 
得 到 一 个 3p x 3p 的 矩阵 (同样 ,我 们 也 只 需要 求 出 表示 的 特征 标 )。 
由 于 空间 群 商 群 的 对 称 操作 与 它 的 点 群 操作 同形 ， 所 以 我 们 可 以 
根据 点 群 的 不 可 约 表示 来 约 化 商 群 的 这 一 表示 。 这 种 约 化 与 分 子 
问题 中 的 约 化 相同 ， 并 由 此 给 出 了 按照 每 一 种 不 可 约 表示 变换 的 
振动 简 正 模 数 目 . 

举 一 个 例子 就 使 这 种 方法 完全 清楚 了 ， 而 且 在 基本 方法 上 阐 
明了 空间 群 对 称 操作 的 使 用 问题 ， 以 及 这 些 对 称 操作 与 空间 群 点 
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图 7-10 ”空间 群 P SE 的 入 视 图 。 


群 对 称 操作 之 间 的 关系 。 为 此 ， 我 们 来 考虑 非 点 式 空间 群 PP 


(Cin). 图 7-10 所 示 是 这 种 空间 群 俯视 图 ， 图 中 原点 取 在 2, 轴 和 和 
b 滑 移 面 的 交点 上 。 我 们 这 样 作 只 是 为 了 与 Kovalev 的 方 法 一 致 . 
(虽然 当 ks0 时 如 何 选 取 原 点 并 不 重要 ， 但 k 盖 0 时 选取 原点 却 是 
重要 的 ， 因 为 具体 的 简 正 模 究竟 适用 于 哪 一 种 不 可 约 表示 与 此 有 
关 . 由 于 Kovalev 列 出 了 k 矢量 点 群 Cr 的 全 部 不 可 约 扩展 表示 表 ， 
因此 ， 采 用 Kovalev 原 点 是 很 有 用 的 ， 特 别 是 在 讨论 ks 0 问题 
时 .) 现 在 ， 我 们 设想 将 每 一 个 4e 一 般 位 置 附 上 一 个 坐标 系 ， 然 后 


再 看 一 看 在 P2u 的 商 群 对 称 操作 下 ， 这 此 位置 以 及 附 在 每 一 个 位 


EMER HER. TERESA, A 
操作 ， 并 且 这 四 个 操作 与 空间 群 的 四 个 操作 同形 ， 而 相对 于 这 里 
w O91. 


选 定 的 原点 ， 空 间 群 的 四 个 操作 是 ， 


{110}, {2C001 111 (0,0, 5 小 ilr(o ~ +) 
{mco01Ilr (0,4,0). 


除了 为 了 方便 ， 我 们 把 滑 移 方 回 取 在 pb 方 癌 而 不 是 a 方 问 之 外 《其 
实 这 并 不 会 使 这 部 分 分 析 有 所 不 同 )， 这 些 都 与 玉 ovalev 的 操作 
相同 。 现 在 ， 我 们 来 依次 考虑 每 一 操作 对 四 个 一 般 等 效 位 置 和 趴 
在 这 些 位 置 上 的 党 标 轴 的 作用 效果 。 

当然 、， 在 恒 等 操 作 {110} 作 用 下 ， 这 些 位 置 和 附 在 这 些 位 置 
上 的 坐标 轴 都 不 变 ， 如 表 7-4 所 示 。 因 此 ， 在 这 种 操作 作用 之 下 ， 
特征 标 是 4x 3= 12， 如 表 7-5 所 示 。 在 其 余 三 个 操作 的 作用 下 ,每 

m7-4  P2,/b (C3) 的 对 称 操作 对 一 般 等 效 位 置 的 作用 


{1/0} 


coe Es a 


{2000131 rc0,0,1/2)}. (ilro, 1/2,1/2)} {mC001]|T(0,1/2, 0)} 


oooO O _ 

>| 1 2 | 4 3 

2 2 1 3 | Å 
te 3 | 3 4 | 2 | 1 
4 4 3 | 1 | 2 

5} 5 6 | 5 6 
ad 6 6 5 | 6 | 5 
7i 7 8 7 8 
2c a g fog 7 8 7 


9 9 9 | 10 | 

2b 10 | 10 | 10 | 9 
i 

11 11 12 

| 12 il | 12 11 


位 置 1 x,y,z 位 置 7 0， 1/4, 1/4 
2 -XxX,~y,1/2+2 8 0,3/4,3/4 


3 x,1/2+y, -2 位 置 9 1/2,3/4,1/4 
4 -%,1/2-—4,1/2~2 10 1/2,1/4,3/4 


位 置 5 V2, 1/4, 1/4 位 置 11 0,3/4,1/4 
6 1/2,3/4,3/4 12 0,1/4,3/4 
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一 个 一 般 位 置 都 被 变换 到 另 一 个 一 般 位 置 ， 如 表 7-4 所 示 ， 因 此 ， 
这 三 个 操作 对 特征 标 没 有 贡献 。 于 是 ， 在 表 7-5 中 我 们 看 到 ,对 于 
4e 位 置 ， 写 在 这 三 个 对 称 操作 下 面 的 是 0。 特殊 位 置 的 情 况 有 些 


不 同 ， 我 们 从 表 7-4 看 到 ,在 {T1r( ,二 ， 土 )} 作 用 下 ,这 些 特 殊 位 


置 变换 为 它们 本 身 。 例 如 ， 位 置 5 (5. 4, + ) 被 这 个 操作 变换 


到 ( -二 ， 地 ，-)， 而 通过 a 方向 的 一 个 初 基点 阵 平移 之 后 , 它 又 


等 于 ( 万， 了 ， 二 )， 因 此 ， 每 一 个 特殊 位 置 对 特征 标 是 有 贡献 
的 。 由 于 这 个 操作 的 反 演 部 分 把 附 在 这 一 位 置 上 的 每 一 个 坐标 轴 
变换 为 它 的 负 值 ， 即 x>- xo Mim yo Zr 2) 所 以 ,每 
一 个 位 置 对 特征 标 有 一 个 - 3 的 贡献 。 于 是 ,我 们 在 表 7-5 中 看 到 ， 
对 于 这 两 个 对 称 相关 的 特殊 位 置 ， 特 征 标 是 - 6. 

在 表 7-6 中 ， 我 们 给 出 的 是 二 (Can) 的 特征 标 表 , 它 与 空间 群 
P 和 (C8) 的 商 群 同形 ， 这 里 也 给 出 了 这 两 个 群 元 素 之 间 的 同形 
对 应 关系 。 于 是 ， 根 据 标准 的 群 论 方法 ， 我 们 可 以 按 点 群 的 不 可 
约 表 示 来 约 化 商 群 表示 的 特征 标 。 所 得 结果 如 下 

对 于 4e 位 置 , £=34,4+3B8,+3A,+ 3B, 

对 于 24a、206、2c、2d 位 置 ，{ = 3A,+ 3B,。 
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7-6 ra BE2 /m/ Cs) 的 特征 标 表 


P2,/b(C24®) | {1i {0} e tr(0,0, 0,1/2 )} «ilro, 1/2, 1/2} fm] (0, 11/2, 0)} 
2/m(Con) | 2 | 


—— y a — 


#', A, 1 

#2, B, 1 一 1 -1 
$3, Au 1 1 -1 ~1 
24, Bu 1 -1 -1 1 


XE, 我 们 采用 了 不 可 约 表示 的 标准 化 学 符号 。 应 当 指 出 ， 
上 述 求 出 的 解 适用 于 具有 空间 群 P2,/b(C2n) 的 所 有 晶体 ， 无 论 
mA AS oe. XR 4e 位 置 可 以 被 多 种 不 同 原子 占据 ， 当然 ， 
每 一 组 四 个 原子 一 定 和 另 一 组 四 个 原子 有 不 同 的 (x, y，z) 值 。 
对 于 这 种 由 四 个 原子 组 成 的 每 一 个 原子 团 ， 我 们 都 得 到 相同 的 一 
组 不 可 约 表 示 。 对 于 任何 空间 群 ， 任 何 避 能 位 置 的 振动 问题 都 可 
以 严格 地 按 相同 的 方法 求解 。 当然 ， 为 了 对 全 部 空间 群 做 到 这 一 
点 ， 工 作 量 是 很 大 的 ， 但 也 显然 是 有 限 的 。 

最 后 ， 我 们 指出 一 个 特殊 的 问题 。 由 于 分 子 的 平移 和 旋转 有 
TEREKE, MA, ERER Ry Re 变换 的 三 个 表 
示 ( 对 线性 分 子 是 两 个 表示 )， 以 及 按 整 PEST. Ty Tz 变换 

三 个 表示 之 后 ， 我 们 就 找到 了 振动 模 的 表示 。 然 而 ， 在 结晶 园 
体 中 没有 完全 的 转动 和 平移 自由 度 ， 因 此 ， 还 必须 考 央 这 两 种 表 
示 。 不 过 ， 平 移 模 或 声学 模 在 无 限 长 波长 (k = 0) 时 能 量 为 零 ， 从 
而 在 正常 拉 曼 实验 的 非 弹性 散射 光谱 中 没有 发 现 这 种 声学 模 。 
因此 ， 为 了 只 保留 长 波长 光学 模 ， 三 种 平移 表示 (4u+ 2B) 就 从 
这 一 组 不 可 约 表 示 中 消失 了 。 

7-5b k=O AERD ”在 这 一 节 中 ， 我 们 将 简略 地 介绍 一 
下 在 非 零 波 矢 量 振动 模 问 题 中 ,为 了 分 析 表 示 的 对 称 性 , 需要 哪些 
步 又 。 这 是 利用 非 弹性 中 子 散 射 研究 声 子 色散 关系 的 问题 中 所 遇 
到 的 典型 问题 .这 种 中 子 波 长 ( 约 1 一 2A) 足 人 够 小 ,以致 这 些 中 子 能 
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够 同 k 不 等 于 零 的 短波 长 声 子 耦合 . 

我 们 还 是 举 空间 群 P21/5(C54) 为 例 ， 并 考虑 图 7-9 所 示 的 布 
EK. 我 们 在 前 面 已 经 指出 ， 布 里 渊 区 中 各 个 点 代表 各 种 波 矢 
量 不 同 的 波 ， 这 些 波 矢 量 由 布 里 渊 区 中 心 点 ! 到 这 些 点 的 距离 决 
定 。( 一 些 特殊 点 则 用 字母 表示 .) 波 矢量 的 方向 也 就 是 波 的 传播 
Fi ly. 

RHE, HTETI. RNA LL-H, SBM RR 
HELA | 0} Ot ie A ES EA os REA. AB 过， 在 现在 
情况 下 ， 关 于 近邻 单 胞 等 效 位 置 与 所 选单 胞 等 效 位 置 有 同位 相 振 
动 的 假定 ， 通 常 是 不 正确 的 ， 因 此 ， 我 们 必须 使 用 由 方程 (7-19) 
定义 的 扩展 表示 。 

即 是 说 ， 我 们 要 组 成 一 个 元 素 为 ep(i js ks RREKET 
(ks 上)， 可 以 证 明 ， 这 些 和 矩阵 元 素 可 由 下 式 给 出 (参阅 Maradudin 
and Vosko 的 著作 )， 


Tali, js ky RY= oet' Cm PR. (7-39) 


此 处 ，R,g 是 旋转 R 的 矩阵 表示 的 元 素 。 在 操作 {有 RT} 作用 下 , 如 
果 由 ?ri 确定 的 位 置 变换 到 由 rj 确定 的 位 置 , 则 有 0i1y= 1， 否则 04j = 
0. 
现在 ， 我 们 更 仔细 地 来 看 一 看 方程 (7-39)， 考 查 一 下 它 的 含 
意 。 图 7-11a 所 示 是 两 个 单 胞 ， 每 个 单 胞 中 有 两 个 原子 。 例 如 ,我 
们 考虑 一 个 绕 直 线 ZL 的 对 称 操作 {KIT}， 于 是 ， 位 矢 为 ra 的 4 
原子 先 被 站 操作 到 近 临 单 胞 的 4 ， 然 后， 又 通过 Tf 的 操作 到 心 . 根 
据 平 移 对 称 性 ，D 与 C 等 价 。 图 7-11b 所 示 是 方程 (7-39) 中 指数 项 
的 作用 .位 矢 为 rc 的 原子 C 被 操作 到 C , Biro = Rre. 可 以 看 出 ， 
C/' 与 8 通过 -Tf 平移 相关 ，B 与 4( 位 矢 为 rs) 又 通过 单 位 平 移 t 相 
关 。 于 是 ， 引 入 ra 一 rc 的 结果 ， 我 们 得 到 表示 的 位 相 因 子 为 ， 
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图 7-11 方程 (7~39) 的 图 解 。 


ete (rates )} oiik O}, aro’ = Rre. (7-40) 
注意 ， 这 里 的 位 相 因 子 ， 我 们 有 时 也 表 为 A1;， 它 只 包含 波 矢量 k 
各 平移 的 页 献 。 其 中 T 是 来 日 对 称 操作 的 非 点 式 性 质 ，t 是 4 原子 
锌 操作 到 另 一 单 胞 的 平移 。 | 

Alb, BRT SAA TA FRG WY RIE BART op 
(i, jp ks ACH, ko ÑERA Rk = 0 的 情况 相同 . 当 
Rm, ATRMRMMLANAARR, RRRS BT ERR 
角 元 素 1 ani, i ks 人 )， 因 为 只 有 这 些 元 素 对 特征 标 XCki R) 
有 贡献 ， 

在 我 们 所 举 的 空间 群 P21/6CC5;) 的 例子 中 ， 我 们 将 不 去 考 
虑 一 般 等 效 位 置 的 情况 ， 因 为 ， 除 了 恒 等 操 作 之 外 ， 由 于 对 角 元 
KT... i k 民 ) 全 是 零 ， 所 以 它们 的 特征 标 也 全 是 零 . 现在 ， 


我 们 来 看 一 看 特殊 位 置 、 例 如 ， 我 们 来 看 特殊 位 置 5( 坟 ，， 


工 )， 并 且 为 了 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 有 关 的 特征 标 .在 {21r(0， 
0 二 和 jmrco, 到 ,0)1 澡 作 下 特征 标 是 零 ， 如 表 7-5 所 示 。 但 


是 ,在 |ilr(o 2, ilaer a(t, 1, 二) 变换 到 
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(- 5, 1, L). 对 于 k = 0， 我 们 曾经 用 平移 不 变性 原理 说 明 这 
两 个 原子 等 价 ， 从 而 求 得 它 对 特 征 标的 贡献 是 1x (一 3) (- 3 是 
{IT10} 对 附 在 位 置 上 的 坐标 轴 操 作 的 贡献 )， 对 于 K 志 0， 则 必须 乘 
EAss» ‘ERY 3A 


DELS Cr- RT] 


Ass = 6 
gi (CE be b)- OK HI 1-41) 
由 此 得 到 
Ane = of (Kaas os(r-00°)+-4K tcos(r-or)t+4K ¢ }, (7-42) 


用 这 种 方法 求 出 的 所 有 特殊 位 置 的 位 相 因子 都 列 在 表 7-7 中 。( 在 
单 斜 空间 群 中 ， 如 果 用 第 一 种 定向 ， 则 a 和 b 不 正 交 ， 而 因为 ks 各 
直 于 b， 所 以 ks 和 a 互 成 ?- 90" 角 ,同样 的 分 析 也 适用 于 Ky 和 b.) 
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{117(0,1/2,1/2)} 


1 | ex p[l1/2iC2kya’ + Ryb’ + k,c)] 


5 

6 | 1 | exp[L1/2iC2kra’ - kyb’ — ksc) ] 

7 | 1 | exp[1/2iCkyb’ +hkec)] 

8 | 1 , expt —-1/2iCRyb’ + kyc)] 

9 1 ex p[1/2i(2Rkya’ - kyb’ + kc)] 
10 1 ex pL1/21 Rra” + kyb’ — kc) ] 
11 1 | expl- 1/2i(kyb’ - kac)] 

12 1 | ex pl1/2itkyb’ ~ kc)) 


a’ = acos(y— 90), b’ =beos(y - 90) ?=a 与 b 之 间 光 角 
于 是 ， 对 每 一 种 位 置 ， 我 们 可 以 作出 它 的 可 约 表 示 特 征 标 
表 ， 如 表 7-8 所 示 。 现 在 ， 我 们 必须 根据 所 要 求 的 k 的 特定 点 群 ， 
来 约 化 这 些 表示 。 例 如 ， 对 于 2a 人 位置， 我 们 希望 能 作出 它 在 图 7- 
9 中 | 、4、2、C、 上 了 上 各 点 上 的 约 化 ， 我 们 先 来 考虑 1 A, Xk 
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457-8 ATRA Pains p)» Sik OY ET EI eR BOG HE 


《2[ 09 


Ir (de), 12 7 0 | 0 | 0 


— 一， 一 


texp (1/2: (kya! — kyb! 
-ksc)]) 


= — 3{exp [1/21 (2Rk,a’ + kyb’ +Rec) | 
0 


~ 3{exp[1/2i (hyb’ + hoc)] 
+exp[ ~ 1/2i (Ryd? + Ree) J} 


mm a lMŇŘŘŘŮĖĖŮŮ iA 


— 3{expL1/2i (2kza’ - hyb”. + hic) 


0 texp [ 1/21 (2kxa’ + Ryd! 
-Rac)]} 


6 — 3{exp[- 4/2! i Ckyb’ ~ ke) 
+exp [1/2iC(Ryb’ ~ ksc)]} 


T i ee or Ci ee ee 


= 0 并 具有 完全 的 点 群 对 称 性 2/mCC。,)。 在 这 一 点 上 的 约 化 ， 所 
给 出 的 结果 当然 与 上 节 相 同 ， 这 已 在 表 7-9 中 列 出 。 A 点 的 点 对 
称 性 是 2(C。)， 所 以 与 此 对 应 的 特征 标 表 中 的 操作 是 {110} 和 {2| 
0}CE 和 Cs)。 然 而 ， 由 于 这 一 点 的 kK 不 等 于 零 ， 我 们 肯定 不 能 再 
利用 和 k = 0 点 群 一 样 的 特征 标 表 ，Kovalev 列 出 了 各 种 k 值 的 不 
可 约 扩 展 表示 的 全 部 特征 标 表 ， 而 在 表 7-9 中 ， 我 们 给 出 了 WM 
关系 Cappropriate) 表 。 我 们 看 到 ， 从 点 到 A 点 的 相 治 关系 是 ， 

.4 一 一 > 全 1， 

By—>*?, 
依次 看 CAZCYT, RBM PIE RAS. SB ALR 
已 在 表 7-9 中 给 出 ， 从 这 里 我 们 可 以 看 出 不 同 k 值 的 各 种 表示 之 间 
的 关系 、 我 们 在 7-4 节 曾经 指出 ， 在 布 里 湖区 边界 的 特殊 点 Z 上 ， 
表示 总 是 二 重 简 并 的 ， 这 说 明 在 这 一 点 上 有 一 个 “ 粘 ? 在 一 起 的 
模 。 这 种 额外 的 简 并 只 可 能 出 现在 非 点 式 空间 群 的 布 里 渊 区 表面 
上 。 对 于 这 些 空间 群 ， 布 里 渊 区 内 部 是 不 可 能 出 现 这 种 额外 的 简 

。228 。 


87-9 


(a) 与 P? /b(C5，) 中 2d 位 置 有 关 的 布 里 渊 区 中 一 
些 特殊 点 上 的 不 可 约 表示 ， 
(b) 不 可 约 扩展 表示 的 相 治 关系 家. 


c* ov 
r (0,0,0 A0,0,k,) Z(0,0,5) Co =) Y(o, 0) LP" (0 0,0) 
2 
(a) — A A2 
Au tin Ayo np e 
Aj T AD T 
Au T p Au 
A A 
~ l 2 
Au T Aj T Ay Au 
Ao T A 4 F 
B ~ T T Bu 
ti | 全 1 
Bu —— re MaE Sa 
b) | 
A (110) (210) Z | (110) (210) alo 《1m 0) 
çı 1 1 ll1 0 [a 0 0 1|llo 1 
qi | 
$2 1 一 1 | 0 1 | 0 -] ~1 O11 0 
Y | ato cio 110) (mlO) C | alo 210 (E10 (mi0) 
| 一 一 一 一 一 
L "| i f Hii | | 1 l 1 -l 
全 1 $2! 1 1 -1 1 
Á | 
0 11|10 -1]//1 Of} 2 0 fs 1 _ 1 1 1 
z 1 =] -1 -1 
Ff A 


我 们 在 这 一 节 所 讨论 的 一 般 方法 同样 可 用 于 任何 空间 群 的 任 


这 种 方法 的 另 一 个 例子， 可 以 在 一 


篇 很 值得 一 读 的 文章 中 找到 ， 这 篇 文章 就 是 Grout, Leech and 
nglish 关 于 二 硫化 矶 和 和 握 的 简 正 模 的 研究 ， 整 个 理论 的 全 面 讨 
论 可 参阅 Maradudin and Vosko 的 文章 ，Warren 的 文章 , Lyu- 
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barskii 的 著作 ， 以 及 Bradley and Cracknell 的 著作 。 在 这 里 
所 讨论 的 同样 方法 ， 基 本 上 也 本 以 用 于 电子 能 带 理 论 , 在 那里 ,是 
将 算 符 作 用 于 波 函 数 。 
第 七 章 补 篇 
布 洛 赫 定 理 ， 考 虑 一 个 函数 空间 算 符 9， 将 它 作 用 于 exp 
( 玉 。r)。 根 据 算 符 的 定义 ， 我 们 可 以 写 得 
Setk- l= ESK-T 
如 图 7-8 所 指出 的 ， 这 个 式 子 可 以 写成 
@ isk. oT etk. “SIT 
这 事实 上 就 是 说 ， 在 一 般 情 况 下 ， 如 果 S 是 函数 空间 的 算 符 ， 那 
么 就 有 
SFr) = f CS r). 
REF RRR (1 te HEH, 
{1|t,, Yeik.r = eik.(r-tn) 
_ ork. itgtker 
= (k; {1]/t,})e*-', 
所 以 ， 平 移 群 不 可 约 表示 的 基 函 数 可 以 取 为 ez。 由 此 得 到 一 
Fe HY) FE Pw) BE He 
Wt) =u,(rje™*, 
式 中 U(r =u r+t), 对 所 有 tn。 
布 洛 替 定 理 告诉 我 们 ， 在 具有 平移 群 ?对 称 性 的 周期 势 场 F 
(P, ESATERA 
W (rr)= upet 
为 了 与 布 洛 坎 定理 的 标准 形式 一 致 ， 我 们 已 在 方程 (7-14) 中 
EP RA mE. 
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器 题 


1。 考 虑 一 个 同 种 球形 原子 的 集合 ， 排 成 六 角 阵 列 ， 并 使 它 们 刚 好 相 
Aik. RAMEN A, FAM UB. 那么 ， 它 的 空间 群星 什么 ?对 


称 元 素 在 何 处 ? 现在 ， (2, a in EAE 于 是 得 到 我 们 
通常 所 说 的 六 角 密 积 (4。c。p) 结 构 ， 那 么 ， 它 的 空间 群 又 是 什么 ? ME 
元 素 又 在 何 处 ? 再 回 到 原来 的 六 角 阵 列 ， 在 +(2， + 1) sein 
原子 ， 并 使 原子 紧密 接触 。 试 说 明 这 将 形成 立方 结构 (立方 密 积 )， 并 确定 
它 的 空间 群 和 对 称 元 素 位 置 。( 提 示 ， 这 些 比 较 特 殊 的 有 心 化 位 置 所 给 出 


WEZE ARE.) 
2. RRR Ko bec, = 8=?= 90"， 有 同 种 原子 在 下 列 位 置 ; 
( 0.29 0.04 0.22) (~0.29 -0.04 - 0.22) 
( 0.79 0.46 0.28) ( 0.21 0.54 0.72) 
(-0.29 0.54 -—0.22) ( 0.29 0.46 0.22) 
( 0.21 -0.04 0.72) ( 0.79 0.04 0.28) 
” 试 确定 这 种 晶体 的 空间 群 。 
3。 在 立方 钙 钛 矿 结 构 中 ， 原 子 在 下 列 位 置 
B: 0, 0, 0 


1 1 1 
X: 0, 0, 9} 0, 2 ， Qs 9” 0, 0 


求 出 k = OF LIE A A A A. 再 对 布 里 渊 区 中 下 列 特 殊 点 重复 这 一 过 
f: M(a*/2,b*/2, 0), R(a*/2,b*/2, c*/2). GER, FRMWKEWK 
为 27/a 的 立方 体 .) 把 这 些 表示 约 化 成 不 可 约 表 示 的 和 。 注 意 到 由 于 相 洽 的 
空间 群 是 点 式 的 , 所 以 可 以 使 用 点 群 Gi 的 SP TERE, EM A/mm 
(Da), SFR AFm3m(0,). 

4。 对 于 空间 群 P4/mbm (D4%)， 试 确定 2c 和 4g 位 置 上 原子 的 Kk = 0 振动 
fy IE Bate fh PAAR AY A) eR ER. (FESR GB FE Au + Bit 2E uA + Ang + 
Big t Bog t Eg + Ary t Big + 2E ys) 
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Se RPT SIA BR P21/6(C 35), iS HE A EP A OR ga 
ERRE: (0, b*/2, €*/2), (a*/2, 0, ©6*/2), (a*/2, b*/2, c*/2), 


(0, b*/2, 0), (a*/2, 0, 0), (a*/2, b*/2，0)。 由 此 ， 再 求 出 2d 位 置 
在 每 一 个 点 上 的 不 可 约 央 示 。 
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对 称 元 素 的 矩阵 操作 


这 里 给 出 的 矩阵 是 关于 主动 操作 r = Ae phy Ae. he HHE 
阵 f 乘 某 一 坐标 位 矢 r 三 (x，y，z), 就 得 到 与 其 对 称 相关 的 坐标 。 
在 这 里 ， 我 们 将 这 些 窍 阵 操作 按照 它们 的 操作 方向 做 了 轨 类 。 这 
些 方 加 也 就 是 在 研究 晶体 对 称 性 有 关 问 题 时 所 需要 用 到 的 方 问 。 
其 中 ， 用 于 六 方 ( 和 三 方 ) 晶 系 的 和 矩阵， 明确 地 另 加 一 个 字母 号 作 
为 标记 。 所 有 这 些 和 矩阵 ， 其 中 任何 一 个 抢 阵 的 行列 式 总 等 于 土 1， 
真 操作 是 + 1， 非 真 操作 (或 反 演 ) 是 - 1， 正 是 这 个 行列 式 的 数 
值 以 及 每 一 矩阵 的 迹 ( 对 角 元 素 之 和 )， 代 表 了 一 定点 对 称 性 的 特 
征 ， 
对 称 元 素 ; 1 2 3 4 6 I 2=m3 4 6 

W: 3 -1 0 1 2 -3 1 0 -1 -2 

行列 式 ; 1 1 1 1 1 -l -1 -1 -1 -1 
对 于 某 个 特定 矩阵 ， 只 要 计算 出 这 两 个 量 ， 我 们 就 可 以 很 容易 从 


下 表 中 找 出 此 种 操作 矩阵 的 具体 形式 ， 
[0 0 0] 方 向 
1 0 -1 0 0 
ICE) £ 1 1(i) | 0 -1 j 
0 0 0 0-1 


[1 0 0] 方 向 


1 0 0 -1 0 0 
2 (C3) 0-1 0 z=m(o)} 0 1 0 
0 0-1 0 0 1 


H 2(C 2) 


ACC ,) 

42(C 4?) = 

43(C ,°) 
(010177 Fl 


2(C 2) 


H 2(C 2) | 


CC 


4CC4) 


}~1 0 
0-1] 0 
0 0 -1 
l 0 0 
0 0 ] 
0 一 上 0 
2(C2) 
1 0 0 
0 0 -1] 
0 1 0 
-1 0 0 
0 1 0 
0 0 -1 
-~] 0 0 
-1] 1 0 
0 0 -1 
0 -1 
0 1 0 
1 0 0 


42(C ,7) = 2(C,) 


43(CC ,3) 
[001] 方 向 


2(C,) 
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-1 0 0 
0 -1 0 
0 0 1 


~、 f “~ 


A 


—— f 


-1 1 0 
sm] 0 1 0 
0 0 1 
-1 0 0 
ACS 4°) | 0 0 -1 
0 1 0 
42(342)= 2(C2) 
-1 0 0 
4°(S4) | 0 0 1 
0-1 0 
1 0 0 
mno 0 -1 0 
0 0 1 
1 0 0 
samo 1-1 0 
0 0 1 
0 0 1 
ACS 4°) | 0-1 0 
-1 0 0 
4S 47) = 2(C2) 
0 0 -1 
4°(S4) 0 -1 0 
1 0 0 
1 0 0 
J=m(o)! 0 1 0 
0 0 - 


An An- 一 we vv A R 


f 0 -1 
H 3(Cs) 1-1 
CO0 0 
-1 1 
H 32(C,7) | -1 0 
0 0 
H 
H 
H 
0 -1 
4(C 4) 1 0 
0 0 
42(C ,*) =2(C2) 
0 1 
43(C ,?) | -1 0 
0 0 
1 -1 
H 6(Ce) 1 0 
0 0 
H 62(Ce) =3(C3) 
H 63(C,3) = 2(C,) 
H — 6C) = 32 C3?) 
0 1 
H 6«C,°)|-1 1 
0 0 
(11014 i] 
0 1 
9(C 2) 1 0 
0 0 


e öö oo mm o O&O 


= oo kH- & & 


0 1 
3(¢S,°) |-1 1 0 
0 0-1 
1-1 0 
30S.) | 1 0 0 
0 0-1 
32(S 44) = 32(C 37) 
33(8,°) =10) 
3*( S64’) 一 3(C3) 
0 1 0 
4(S,5) 1-1 0 0 
0 0-1 
A2(S 42) = 2(C,) 
0 -1 0 
ACS 4) 1 0 0 
0 0-1 
~1 1 0 
6(S,°) |-1 0 0 
0 0-1 
6:(Ss4)= 3(Cs) 
6S 52) =m(o) 
6'CS 37) = 32(C 47) 
0—1 0 
6 CSa) o -1 0 
Lo 0-1 
0 -1 0 
J=m(o);-1 0 0 
0 0 1 


0 
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[101377 É 
2(C2) 
[L011j 方 向 
2(C,) 
[110] 方 向 
2(C,) 
[101] 方 向 
2(C3) 
[011] 方 向 
2(C,) 
L111 方向 


3(C3) 
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0 Í 
-1] 0 
0 0 

0 0 

0 0 1 
0 1 0 
0-1 0 
1 0 0 
0 Q-1 
0 0-1 
0-1 0 
1 0 0 
1 0 0 
0 0-1 
0-1 0 
0 1 

0 0 

1 9 

1 90 

0 1 

0 0 


0 0 
2 三 m(0)| 1 0 | 
0 0 1 
0 0 1 
2 二 m(0)| 0 1 J 
Ll 0 0 
L 0 0 
| 0 0 Jj | 
0 1 0 
0 0-1 
3(S,°) = 0 | 
0-1 0 
0-1 0 
35(94) | 0 0 | 
| ~1 0 0 


3°(.S,4) = 32((Ls ?2 ) 
33(983) = 1G) 
34( S62) = 3(C3) 


(111147 fy 


-1 0 
3(C'3) 0 0 1 
-1 0 0 
0 0-1 
32(C,?)| -1 0 0 
0 1 0 
(111140 5 
| 0 -1 0 
8(C's) 0 10 一】 
1 0 0 
0 0 1 
32°C ,7)} -1 0 0 
0 -1 0 
[111] 方 向 
1 0 
3(C3) 0 0-1 
-1 0 0 
0 0-1 


32(C 57) / 1 0 0 


0 1 0 
30S,5) | 0 0-1. 
1 0 0 
0 0 1 
35( Se) 1 0 0 
0 -1 0 
37( S64) = 3%C 3°) 
33¢5,°) = 1G) 
34( S57) = 3(C3) 
0 1 0 
3(S,°) 0 0 1 
-1 0 0 
0 0-1 
35C Se) 1 0 0 
0 1 0 
32(S t) = 3%C 3°) 
3°CS,°) = 1G) 
34*CS 6 *)= 3(C3) 
| 0-1 0 
305°) 0 0 1 
1 0 0 
0 0 1 
3°(S6) | -1 0 0 
t 0 1 0 


32(S5 4) =32(C 5") 
33¢5,°) = 1G) 
34(5 67) = 3(Cs) 
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[210] 方 向 


1 0 0 -1 0 0 
H 2(C») 1-1 0 2=m(o)] ~1 1 0 
0 0 -1i 0 0 1 


[120] 方 向 


~j] 1 0 l-1 0 
H 2(Cy) 0 1 0 I=m(o)| 0 -1 0 
0 0-1 0 0 1 


琼斯 的 可 靠 而 简便 的 表示 符号 


算 符 f£ 的 琼斯 符号 就 是 由 Rr 得 到 的 r?'。 我 们 可 以 看 出 ， 它 就 
是 一 个 等 价位 置 的 坐标 。 只 要 用 上 述 的 任何 一 个 eR Er = 
《x，y，2z)， 就 找到 了 这 一 矩阵 的 琼斯 符号 。 例 如 ， 反 演算 符 的 
琼斯 符号 是 (- x，- y，-2)，2[100](Cx[100]) 的 琼斯 符号 是 
(x, =y, —2), SS. BA, RMS 只 不 过 是 矩阵 算 符 的 简 
BER. RHR SHRELRUTEERE. Hin, WER 
们 要 求 2[0011m[0011CCs5C0011on)， 可 以 用 琼斯 符号 写 为 ， 

2L001ImLO01J=C-%, -—y, 2)(xX, y, 一 2)= 
(=x, -y’, 2°), 

ACX, y, Z =x y, —2). Alt, (-x’, -y’, zZ )= 
(-x, =y, -z), BRU2(001Im[001J= 7. 
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Xt RR 
1(£ ) 或 1(3) 


—-2CC,) 2 C98) 


两 个 2 次 轴 或 
两 个 镜面 


ACC RRAS) 


3(C's) BR 3(S9°) 


附 x 2 
七 种 晶 系 
晶 R 特 A 
= ” 斜 axXb#e 
oP? 
单 H a#0@z6 
a=ß=n/2+ 
7( 第 一 种 定 问 》 
a=PY=n/2# 
BCA — FRE 
E 3 a-#b+#c 
a=ßB=Y=n/2 
HI 方 a= bc 
a=B=VP=n/2 
= Fi a =bÆc 
a=B=2/2; 
Y= 22/3 
ew 形 
1) 用 菱形 轴  a=b=c¢ 
a=f=Y 
DAA a=b+e 
a=B=n/2s 
Y=2n/3 
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6(C6) 或 6(935) A OF a=b-+«e P 


a=P=n/2; 
Y= 22/3 
四 个 3 次 轴 Zz A a=b=c P,f, 
Q2=P=V~=n/2 F 
BE: 《3 ，-3 ，-3 ) 点 有 心 化 的 三 方 单 胞 正品 胞 


(3> 3 了) 点 有 心 化 的 三 方 单 胞 一 反 晶 胞 


注 ; 王 号 应 该 读 为 《不 一 定 等 于 ” 
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MT oR 3 


144 Hz SE 5a E 


这 里 ， 给 出 了 14 种 布 拉 菲 点 阵 的 惯用 单 胞 . ONS 
AAA, AAA. BRAZEN A 
是 为 了 有 助 于 明确 表示 出 单 胞 的 轴 间 角 ， UTA, KEE 
出 的 是 83 心 单 胞 。 这 是 第 一 种 定向 的 单 胞 ， 其 中 c 轴 取 为 唯一 的 2 
次 轴 。 对 于 第 二 种 定向 ，b 轴 是 唯一 的 2 次 轴 ， 由 此 得 到 的 单 胞 则 
应 是 C 心 的 。 


四 方 ~P 


A-F 


WP 
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52 种 结晶 学 点 群 


这 里 ， 列 出 了 32 种 结晶 学 点 群 的 能 夫 利 斯 符号 、 国 际 符 号 和 
完全 的 国际 符号 ， 也 列 出 了 按 类 轨 类 的 对 称 元 素 ， 最 后 ， 还 列 出 
了 空间 群 的 序号 ， 这 些 空间 群 的 商 群 是 与 这 一 行 的 点 群 对 应 的 。 


eR | 国际 符号 ZENE] y k 元 g 空间 群 
1 E ] 
| Ei 2 
2 E C, 3-5 
Cin (Cs) | m m E o, 6-9 
2/m E C i Oh 10-15 
222 222 E C, C} C3 16-24 
mm2 mm2 E Ca Or Ov 25—46 
222 | 
Daar V a) | mmm mmy | E C2 Ch Chi On ao or 47-74 
4 E 2C, C: 75-80 
4 E 2S, C: 81-82 
422 422 E 2C, C: 2C} 2C? 89-98 
Amm 4mm E 2C, Cz 20, 204 99—110 
Dza V a) | 42m 4am E C, 2C4 204 2S, 111-122 
Dap 4/ mmm see E 2C, Cz 2C2 2C 1294 Oa | 123-142 
20y 204 


= m > 


r 243e 


E 2C, 143-146 
E 2C3 i 2S, 147—148 
E 2C; 3C, 149~155 
E 2C, 30, 156-161 


E 2Cs 3C, i 286 30e 162-167 


£20, 2C Ce 168-173 
E 20, on 2S3 174 


E 2C 2Cs Ca i 283 2S, O} | 175-176 


E 2C 2C3 Cz 3C5 3C5 177-182 

E 2C 2C3 Ca 30 304 183-186 

E 2C's 3C, Oh 2S3 30, 187-1990 

E 2C 2C: Cz 3C§ 3C2 i 25, 
29。 Of 30 y 3T a 


191—194 


E 8C 3C, 195-199 


E sCs 3C, i 85e 30, 200-206 


E gCs 3C, 6C: 6C, 207-214 
E 8Ca 3C2 604 6S, 215-220 


已 8Ca 3C2 6Cz 6C4 i 8Sa | 221-230 


| 
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52 种 点 群 的 极 射 赤 面 投影 图 


这 里 ， 给 出 了 32 种 点 群 的 极 射 赤 面 投影 图 。 需 要 指出 ， 单 斜 
晶 系 第 一 种 定向 和 第 二 种 定向 的 极 射 赤 面 投影 图 初 看 起 来 似乎 不 
同 ， 但 实际 上 只 不 过 是 相同 点 列 的 不 同 投影 而 已 。( 选 自 国际 表 
pD. 26.) 

极 射 赤 面 投影 图 是 一 种 很 有 用 而 清晰 的 方法 ， 通 过 它 可 以 使 
我 们 很 好 地 去 考察 和 理解 分 子 和 晶体 的 对 称 操作 结果 。 通 常 ， 我 
们 规定 它 的 作法 如 下 ， 国 绕 晶体 作 单 位 球 , 对 于 单位 球 + z 半 球 上 
一 点 ， 它 在 xy 平面 上 的 投影 点 就 是 它 与 南极 点 的 连 线 在 xy 平面 
上 的 交点 。 如 果 被 投影 的 点 在 - z 半球 上 ， 那 么 ， 就 需 要 用 北极 
点 与 它 相 连 。 我 们 通常 画 的 极 射 赤 面 投影 图 ， 都 有 一 个 垂直 投影 
在 xy 平面 上 的 z 轴 (主轴 ). 单 位 球 上 一 般 点 或 一 般 等 效 位 置 (可 以 
认为 是 一 个 任意 点 ) 被 投影 到 xy 面 上 ， 如 果 它 在 + z 半 球 上 ,投影 
点 就 用 (。) 表 示 ， 如 果 它 在 - z 半 球 上 ， 投 影 点 就 用 ( 〇 ) 表 示 。 


52 种 点 群 的 形态 图 


在 这 一 附录 中 还 给 出 了 一 系列 形态 图 ， 其 中 每 一 个 都 具有 32 
种 结 品 学 点 群 之 一 的 对 称 性 。( 选 和 目 Weinreich 的 著作 pp。25.) 
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对 称 面 符号 


这 里 ， 给 出 了 各 种 对 称 面 的 符号 和 特征 ， 它 选 自 国 际 表 p。 
49. 


E R 3 
对 称 Hi 一 一 -一 一 一 一 一 -| 滑 移 特征 
垂直 于 投影 面 | 平行 于 投影 面 


A a re re 


| 没有 ( 注 ， 如 果 平 面 在 
B BR 面 1 
m 一 一 | z= 一 的 高 度 ， 就 在 答 
(镜面 ) _/ 4 1 
: | SELB G0 
沿 L100] 滑 移 a/2， 或 沿 


a, 6 a | | | C010] 滑 移 b/2; 或 沿 


《100> 滑 移 。 


一 到 一 -La 一 .一 


轴 滑 移 面 


Aa 


沿 z 轴 滑 移 6/2, REF 
形 轴 中 沿 [111] 清 移 (a + 
b+c)/2. 


(a+b)/2, (b+c)/2, 
(c+a)/2, R(ath+c)/ 
2( 四 方 和 立方 )。 


(atb)/4, (b+c)/4, 


d “人 金刚石 ?> 滑 移 (c+a)/4 或 (atb+c)/4 
if inde = (四 方 或 立方 )。 参 阅 下 
面 的 注 。 : 


注 ， 在 “人 金刚石 滑 移 面 中 ， 平 移 部 分 是 两 种 可 能 轴 滑 移 中 平移 矢量 和 的 
一 半 。 第 一 个 图 中 的 入 头 表示 的 是 当 z 分 量 为 正 财 平移 的 水 平分 量 方 向。 第 
二 个 图 中 的 箭头 表示 的 是 滑 移 中 平移 的 实际 方向 与 这 一 滑 移 面 平行 ， 总 还 
有 妨 一 个 金刚 石 滑 移 面 ， 它 与 第 一 个 请 移 面 的 高 度 姜 为 1/4， 它 的 A 头 指向 
单 胞 面 的 另 一 个 对 角 线 方向 ， 
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对 称 轴 符号 
这 里 ， 给 出 了 各 种 对 称 轴 的 符号 ， 它 也 选 自 国际 表 p，50，。 
天 4,1,7 对 称 轴 符号 


符 沿 轴 向 的 | 符 E RIRAN 
对 称 aaRS ee 对 tf 轴 螺旋 平 
5 rene s| |" »|BAE 
1 | 一 次 旋转 轴 | 。 无 无 fa 四 次 旋转 办 SO | 无 

1 | 一 个 反 演 轴 O 无 | 
, z | 41 | maara] ® | c/4 
(垂直 于 纸 面 ) | 4 @ | 2/4 
(平行 于 纸 面 ) ds $ | 30/4 
(BL He) /2 4 | 四 次 反 演 轴 | ® 无 

o/2 或 /2 | | | 
| 6 | 六 次 旋转 轴 ， O | 无 

| | 
(垂直 于 纸 面 ) | 6， TN KR hee Fi | A c/6 

以 下 均 为 | 

ENTAH 62 © | zs 
A 无 | bs Oo | x/6 
A 2c/3 g $ 5¢/6 
A x | | 六 次 反 演 轴 | @ | 无 

| 

符号 的 顺序 


在 这 个 表 中 ， 总 结 了 空间 群 符号 ( 见 附录 7) 或 点 群 符 号 ， 
( 见 附 录 4) 中 各 个 符号 顺序 的 含意 。 例 如 ， 在 正 交 蝇 系 中 ，rmm2 
表示 有 两 个 镜面 分 别 垂直 于 a 和 5b， 沿 c 有 一 个 2 次 轴 。 同 样 ， 在 六 
方 晶 系 中 ,6m2 表 示 沿 6 方向 有 一 个 6 轴 , 垂直 于 a 、b 和 a + b10 
方 四 有 镜面 ， 垂直 于 a、 b 和 a +b 方 向 有 2 次 HM. Ria, EMA 
原文 误 为 平行 于 ,已 改正 .一 泽 者 注 。 
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ERP, 43mRRIB=P UA hha, b, cAHMAGI, AMAR 
《111) 方 向 有 四 个 3 KH, BEFLODH AN ARM. Em3 
中 ， 第 一 个 位 置 告诉 我 们 有 垂直 于 立方 轴 的 镜面 ， 第 二 个 位 置 有 
沿 体 对 角 线 方 向 的 3 次 轴 ， 第 三 个 位 置 没 有 符号 ， 这 是 由 于 在 这 
种 情况 下 沿 ^110> 方 向 没有 对 称 元 素 ， 当 然 ， 恒 等 元 素 除 外 。 


在 国际 符 号 中 的 位 时 


第 一 种 定向 ，c 轴 是 唯一 轴 
第 二 种 定向 ，b 轴 是 叭 一生 


2 或 2 Wha ”2 或 2 沿 b | 2 或 2 沿 6 
T; | seyg 2 或 了 沿 [110] 和 
4 或 4 沿 ( | 2 或 2 沿 a 和 b | ae 
3 at 3 Ye | 2 或 2 沿 a.b 和 [110 2 或 2 垂直 于 a、b 
asn | SPRAW afo O 
— | Re , 2 或 2 垂直 于 a、 b 
6 6 Hie | 2 或 2 沿 a.b 和 [110] etio] 
S 1 
广 4、4、2 或 2 消 ， 3 或 3 治 ”2 或 2 党 
a., bnc | <111> | <110>) 


注 ， 2 与 垂直 于 2 轴 的 镜面 m 等 价 。 
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Mt 录 7 


11 对 对 形 空间 人 群 


这 里 ， 用 国际 符号 和 能 夫 利 斯 符号 列 出 了 11 对 左右 对 形 的 空 
间 群 . 当然， 这些 空间 群 都 不 可 能 含有 镜面 .) 


P3, P3, Cg? C3 
P4, Pd, Ca Ca 
P6, P6; Coe? C 
P6, P6, Ce4 Co’ 
£3,12 P3,12 Ds 万 55 
P3,21 P321 Ds D 
P4122 P4322 DB D; 
P4,2,2 P432,2 DS Ds 
P6,22 P6522 De D 
P6422 P6,22 D’ De 
P4332 P4,32 Oe 07 
230 种 空间 群 


这 里 ， 用 空间 群 序号 、 熊 兴 利 斯 符号 、 标 准 的 简略 国际 符号 
和 标准 的 完全 国际 符号 列 出 了 230 种 空间 群 。 空 间 群 序 号 下 面 划 
一 直线 表示 它 是 点 式 空间 群 。( 选 目 国际 表 户 。545。 ) 
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空 闻 群 序 号 


空间 群 AR Fe Fi 
序 号 斯 符号 


| 
| 
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P2 
P2, 
b2 
Pm 
Pb 
Bm 
Bb 
P2/m 


P2,/m 
B2/m 
P2/b 
P2,/b 


B2/6 


R RA OW tt 


x A g 
EES 
(第 一 种 定向 ) 


i i i pe. 


yh 2: ME — i 
(第 二 种 定 回 ) 


P2 
P2, 
C2 
Pm 
Pe 
Cm 
Ce 
P2/m 


P2,/m 
C2/m 
P2/e 


P2i/e 


C2/e 


MENRES | 完全 国际 符号 ROR RAS | 完全 国际 符号 


E 交 A R 
MERE EME, ZA ETETE 
WEE : 
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符 8 8 ee 号 符 aja 号 | 
ee ee 
P222 . P222 .41 IC2y Aba2 | Aba? | 
P222, | P222, : 42 jC28 Fmm2 |F mm2 | 
P2,2,2 ，P2,22 | 43 |C} Fdd2 |Fdd? | 
| | 
P2121423 | P2122; | 44 | CBP Imm2 jimm2 
3 
C222 | C222, ， 45 | CB! [baz |1ba2 
C222 C222 4 CZ? ima2 | ima2 
、 i 222: 
F222 F222 at [Day = VE] Pmmm Pii 
29: | | | 
1222 1222 | 48 D3, ~ 2 Pnnn p£ t + | 
1212121 124242, | | i 
| | 49 (03,273) Peem p2- 22 
Pmm? Pmm2 l ec e m i 
22 2i 
: ja S64 6} 
| 
Pec? Pec? | 51 |03, = V5 Pmma p2s 2 £ | 
Pma2 Pma2 52 |DE -= ye! Pnna P2 2 2 | 
i | h n fi a | 
Pca2, ~ Peo2} | (9 22 
! | 53 |02,2V7| Pmnra Pa 全 
Pnc2 | Prez | | "a; 
| 1 54 IDB _ ye Peca pe 2 2 | 
Pmn2, | Pmn2, | “awh ec a} 
Pba? | Pba? 55 |D}, = Ve Pbam paž , 
i 
Pna2, Pna2, 56 Ds = yio Peen ‘pis 21 2 
2h h ' Ce ft 
Pnn2 Pune | 9 2.98 | 
| 57 [Dil=Vi' Poem P55, 
Cmm2 Cmm2 , | be me 
2,21 2 
Cmon, | Cmca, | 58 [Dievi Pom pO 2 
Cece? Cec2 59 (ID= V} Pmmn po a = | 
Amm? | Amm? Phen pes 2 2, | 
Ab | bent 
Abm? + Abm? 
: Pbca | pas 22 & 
Ama2 | Ama2 c a 


群 序 

号 
15 4 
76 cz 
77 4 
78 C4 
79 C3 
80 C$ 
81 | S 
82 S2 
83 Ch, 
84 CZ, 
85 Ci, 
86 C4, 


完全 国际 ， 


号 全 


Cmem 


Cmca 


C'mmm 


Cecm 


C mma 


Ceco 


co aif 
wt 


anil 


alm Fin aje Zim of ole 3| 


空间 熊 夫 利 斯 
s g” 群 序 


| No 
Je 


= 


aim ajn Zt Ziv a| 


Emmm 


Fddd 


immm 


[bam 


lbea 


Imma 


w e e PY 
Ble oly oje Rf ale Xw 


Pansy 


简略 国际 | 完全 国际 


a 


Jiro afm afro Bie afew Fire 
ajv aie BI Slo ale Flee 


方 B R 
国际 符 号 | 空间 | RRAS | HORS 

| PER Co 
GREM) Fae | 号 | 人 # 0 EKI bF aye 
P4 C4 87 F4/m 
På, C4 88 F4,/a 
Pa, C42 89 C422 
Pas CAs 90 C422, 
l4 F4 91 Cd122 
1 4 F4, 92 C'4,22, 
P4 C4 93 C4222 
I4 F4 94 C4222, 
P4/m C4/m 95 C4322 
P4,/m | C4,/m | 96 Ds ] P4a212 | C4522, 
Pa/n C4/n | 97 Ds ] 1422 F422 
P4,/n C'4./n 98 DÀ? | 14,22 F422 


aa ug Re a be H ~ r ee eee! e H- nq ee rp. 


| 空间 epay ER PS 2M ppg DEAS 
Tap 8 a boc (a+b) MF na | a b c: (a+b) 
号 | (标准 的 brac 与 7 | (标准 的 . (be aye 


O3,4 3 | P42m CAm2 
Po 
1=V2! Piac | C4c2 


Cimm ` 111 
Camb .112 2 

101 Ci, P4,cm : C4zme 24 2G Pa2,m: Cd4m2， 
102 Ca, P4onm ` €42mn 4 Pi2c : C4e2, 


CA2m 


" ek 
Ti 
让 


103 By P4cc | C4cc D3,=V5 PAm2 


Cicn 1116 |D= V$; Pic2 Caze 


和 
a) 
ia 
am 
T 

Pl ma 
m 
T 


105 Cz Pigme | Casem :87 1D3 -17 Pt | C42b 


106 Ca, Pasbe | Chasceh (118 .D8, = Pin? C42n 


107 C3, l4mm FAamm | 119 ‘D8, = ye | fame F42m 


| — _ 
108 | Ci | Idem | Fame | 120 DH yao Isc2 | Fize 


109 Cy 14,md | F4,dm | 121 puri T42m | Fim 


110 C4? 14,cd Fa,de | 


Izd | Fid? 


| 
i 
-| 


122 | 32- V12 


四 方 a 系 


空间 | a | 完全 国际 符号 
S| s aamen arbara a be |[Gtbrae 
123 Di, P4/mmm | Cafmmm | ps Z 2. c4 2 2 
124 ån | PAa/mee C4/mee P 人 z 4 22 
126 | DÌ, P4/nne | C4/nen | pe a. 2 5 z 2. 
127 3, P4/mbm | C4/mmb p 全 人 2. c4 2 A 
128 D3, P4/ mnc | C4/men P A s c3 £ s 
129 | Bh P4/nmm C4a/nmm pe | i ci 2. ~! 


e 
ENS 
FY 
~] 

+ 


a 


ee eeaeee ee e e 
S RAAM 简略 国际 符号 | sf fm Om OF OB 
号 | 符 号 | ape( 标 准 的 ) ， (atb brae a b c (a+b) (bFa)e 
130 | D8, | Pa/nce C4/nce pA 23 2. ~ C4 2 2h 
| | n c ¢ | mC C 
131 Ds, | Påa/mme | C4s/mecm pir 22 | Cll2 2 
| mm c m cm 
132 D3) P4,/mem © C4,/mnic pir 2 2. ch 2 2 
| mcm m m c 
— 4, 2 2 4, 2 2 
1 1 i 4 á d 44 6 2 
133 Di; PA,/nbe , C4, /neb 大 bc Co oF 
| 4, 2 2 | 4, 2 2 
12 f 1 ~ |! ay A _ 
134 Di; P4,/nnm C4./nmn P> n h C- mon 
oo , 4, 2, 2 4, 2 2 
13 lane el oo a1 S% ol 
135 | 4 P4a,/mbc Choj THC? P n b c Cn c b 
| 1A ! Ah fap ay 4y ay a | 4, 2 21 
136 | Ah P4,/mnm | Cå / mmn i Po n m | Cm m n 
| 4,2, 2 | A 2 2 
137 Di © Påa/nmc : C'4,/nem Pp r Pa > F a 
| 4, 2, 2 4, 2 2 
138 | 也 P4,/nem C4./nme Pas nme 
4 2 2 | 4 2 2 
17 / A Aoa a 4 á 
139 Di, : 1d/mmm : P4/mmm I am | F m m 
| ! 4 2 2 4 2 2 
18 we e a L a a 
140 | D} Hjmom | Fa/mme 1 mo 
F 
| | 4, 2 2 4, 2 2 
| 19 a1 & 4 a1 b a 
141 Das I4, /amd / F4,/adm lo md Fo dom 
| | 4, 2 4, 2 2 
20 -一 7 at 2. 
142 DF; 14,/acd | F4 ,/ade D >d ff a 


= 方 晶 系 
MAAR MEAR | 完全 国际 “空间 能 夫 利 斯 | 简略 国际 完全 国际 
E 号 | 符 号 符 号 号 | 8 4 号 ; 符 号 


SN MAA | MEME KEME ZM MRAM MENE ZEN 


| 


符 号 号 符 号 o% 号 | 符 8 


r — eM 


HF 


R32 162) D3, P31m 
P3m] | 
P31m i 
P3c1 
P31c | 
R3m i 166 DŠ; R3m 
R3c 


SN | MAM MENE KANE ZMP RR MEN 

序 号 斯 符号 符 号 号 | SB mee | 符 

168 6 P6 | 182 | Ds | P6322 

169 Ce Pô, | 183 Cb, | Pémm 

170 | C Pos 184 CB, | Peec 

171 | C$ | Pē 185 | C8, | Pesem 

172, C | Pla 186 | C4, | Poame 

173 | C8 Pés | 187 y, | Pém2 

174 | C3, P6 | 188 A Pec2 

175 | "by P6/m | | 189 3, | Péam 

176 | Cé , Pês/m | : 190 D4, | P62c 

177 | De P822 | | 191 | Dé, P6/mmm po 22 
178 Dg P6322 ] 192 | D2, | P6/ mcc ps 22 
区 | De | 15822 | : 193 | Dž, pe mon pe 2 4 
o pa eee en re pza 
181 Ds P5422 | 194 3 Dé. | /mm Em m c 


号 | 符 号 | 符 a 号 | 号 | 符 
195 T! P23 214 | 
196 | T? F23 215 
197 T> 123 216 
198 T4 P213 217 
199 Ts 7213 218 
200 T) Pm3 219 
201 T? Pn3 220 
202 T? Fm3 i 
203 T4 Fd3 sa 
204 T? Im3 as 
205 Ts Pa3 
206 T7 fa3 e23 
207 O! P432 226 
208 | O? P4232 227 
209 Os F432 >28 
210 O4 F432 

211 Os 1432 9 
212 Os P4332 230 
213 07 P4132 
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KYA F A 系 
空间 | 熊 夫 利 斯 | 简略 国际 | 完 asi ”能 天 有 地 | = 
A 完全 国际 i) RIALS | A | 完全 国际 


Oa 
Ti 
Ti 
T3 


14:32 
P43m 
Fim 
113m 
P43n 
F43c 
143d 
Pm3m 
Pn3n 
Pm3n 
Pn3m 
Fm3m 
Fm3ac 
Fd3m 
Fdac 


Im3m 


Iad 


a 4 叶 | % 号 


"Y 
Gon 
3j 


a) 


ss eS |e 


ge 
oo 


zje 3e 


on 


ae 
Ije Pleo slw = |o 


To 


g> 
| 
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52 种 点 群 的 特征 标 表 


在 这 些 玫 中 我 们 总 是 把 每 一 种 点 群 的 符号 写 在 每 个 表 的 左上 
角 。 对 称 元 素 在 特征 标 表 中 总 是 按 类 归 类 的 ， 并 采用 能 夫 利 斯 符 
号 。 这 种 符号 本 身 就 给 出 了 分 类 的 类 型 。 不 可 约 表示 采用 Mulli- 
ken 符 号 或 化 学 符号 。 一 维 不 可 约 表示 标 以 字母 4 或 己 , 二 维 不 可 
约 表示 标 为 E， 三 维 不 可 约 表示 标 为 了 (有 些 作者 用 F)。 含 有 反 
演 中 心 的 点 群 再 加 上 脚 标 g 和 4。 在 反 演 操作 下 ， 如 果 不 可 约 表示 
是 对 称 的 (变换 为 自身 的 + 1 倍 )， 则 所 加 脚 标 是 9( 偶 )， 如 果 是 反 
对 称 的 ， 则 所 加 脚 标 是 x( 非 偶 )。 数 字 脚 标的 说 明 ， 可 参阅 Wil- 
son、Decius 和 Cross 的 著作 附录 10。 许 多 关于 群 论 方面 的 书 都 有 
特征 标 表 的 详细 说 明 ， 例 如 Burns 著 作 中 的 第 4-2 节 ， 


无 轴 群 
HC.) E 1(S2) E j 
A 1 A, | 1 1 | Re Ry, R, 他 y r 


Ay l -1 | Gyz 


m(C p) | E Op 


| x? 2 
J 
A’ 1 1 x, Ys Rs { 22, xy 
AF 1 =- Í Zł Rx, Ry | Ves Xe 
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C.F 


2(C2) | E Catz) 


LL eas 


z, R; 


Xs Ys Rey Ry ye, Xz 
| 


€ = exp(2mi/3) 


| | 
Ali 1 1iaR, 
: 1 B e* x+iyv; Rytik’y 
E { ] e* g XxX—1y PEIR) 
4(C a) | E Calz) C'a Ca | 
A 1 1 1 1 | z Rz 
B 1 -1 l -1 
E {3 i -] 一 ! x+iyv; Rrtily 
| 1 -i -] i x-ty; Rg-iRy 
| | 
6(Ce) | E Ce Ca Cy CR C8 | 
A 1 1 1 1 1 1 ,2,R, 
B 1 -1 1 -i | 
1 € -Ee* 一 上 xX tiy; R, +iR. 
E, qi cy -e -i X11y Ry 
' fi -e* -e 1 | 
Ex at -E 一 ¢* l 


C ne EE 


mm2(Co») E Calz) Op xz) a’ (yz)! 


A, 1 1 1 1 og 


j 

| 
A, 1 1 — l ~] R, 
B; 1 -] 1 -1 x, Ry 
Bz 1 ~1 Ys Re 


x? + y?, 2% 


(x? — y*, xy) 
(y2, x2) 


E=exp(271/6) 


R, 一 iRy 


一 一 ee ey 


x24 y?, 22 
x? y”, xy 


(yz, x2) 


} (XZ, yz) 


x2, y%, 22 
xy 
Xe 


yz 


3m av) E 2Cslz) 30, 


—— -~ 一 — -m 一 


A, 1 1 1 ie P+ y3, 2% 
Az 1 1 -1 | Ry \ 
| 
E 2 -1 0 (xy) (Ry, Ry) | (x? = y?, xy) (xz, y2) 


| 


a -E 


1 
—— -- .一 - 


4mm(Cas) | E 2Ca(z) Ca 20% 204 | 


A, 1 1 1 1 ] z x? + y?, z? 

A, 1 1 1 -1 -] Ry 

B, 1 -1 1 1 -1 | x? — y? 

B, 1 -1 1 一 ! 1 xy 

E 2 0 -2 0 0 (x, y) Rez, Ry) (xz, yz) 
6mm(C oo)| E 2Ca(z) 2C a(z) Calz) 300 304 


1 1 1 11z 


(x2, yz) 
(x*, 一 y*, xy) 


Cat 


2/m(C2p) |E Caz) i o, 


* 209 ° 


6(C as) | E Catz) C3 op S3 d e= exp (21/3) 


er re er |, 


A! 1 1 1 1 1 1 R， x24 y2,22 
1 e e* 1 如 e* | x+iy 

E’ { } (x2— y2, xy) 
1 e* e 1 e* €E | x-ty 

Ar 1 1 1 -1 -1 -1 {2 


f é Ee* 一 工 一 已 一 ¢* Re +iRy 
! 


1 e* € -1 -e* 一 2 | R,-iRy 


} | (xz, y2) 


mC an) | E Cz) Ca C2 i Sa o, S, 


GC -CO 


A, 1 1 1 1 


1 
B, 1 -1 l ~1 2-1 1-1. X? y*, xy 
| 1 


422(D,) | E 2C4tz) CCmC3) 2C4 2C!” 


A, i 1 1 1 1 x24 y2, 22 | 
A, 1 1 1 -1 -1 z, FR, 

B, l -1 1 1 -] x*— y? 

B, 1 -] 1 -1 1 xy 

E 2 0 -2 0 0 (x, y) (Res Ry) | (x2, yz) 


Et re esp ge pier ene pr 


Da 
2m D2 a) | E 2S。 Catz) 2C! 204 
A, 1 i 1 l x? + y*, z? 
1 一 人 一 1 
1 1 ~1 X2 一 y? 
1 一 i xy 
-2 (xX, Y) (Re; Ry) (XZ, y2) 


3m(Dsa) E 2Cs 3CZ i 256 304 


x? 十 y”, z’ 


(x? — y*, xy) (Xz, y2) 


$ 


D.t 


mmm(D24) | E Caz(z) Caly) Calx) i o(xy) o(xz) ol yz) 
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m, 
下 
a 

A 
~N 
fy 
| 

他 
证 

“we” 


(XZ, y2) 


304 


- 一 一 一 


| E 2Ca(z) 3C} o,(xy) 2S3 


E 2C 4(2) C, 2C} 207 1 254 Th 20v 204 


| 
} 


ee Egg I r ISa -.- 


6m2( 34) 
pe 
# 
| 
E” 


4/mmm’ 
(Dan) | 


_ 


pl 


3 


Ay, 


Aa; 


oe | 
i 
i 


XY 


(Ry, Ry)| (xz, yz) 


ra 
I 
Q 


0 


mj 


= 
4 
H 


0 (CR, Ry) (X2, yz) ' 


| (x, ¥) 


0 
-1 -1 


1-1 ~2 


m=i 
| 
和 
| 
Li | 
| 
ymi 
j 
= 


m- 
o] 
= 
| 
vom 
| 
ma 
| 
rl 
F 
p 
| 
mi 


2 
X 十 1 wy) 
x 


-iy; Ry, -iky 
A, 1 1 1 1 1 1 R, x? + y2, 22 
1 g e 1 £ et Ry +ikty | 2 2 
Es L et € 1 ee āe. PR. - ik, | | (3 VU KY XZy V2) 
Ay | 1 1 1 -1-1 -1 2 
| l £ e* - | -一 Ë ~ pF NM+1 
Es | popa 
立方 群 


28T) E 4C。 4C2 3C, e = exp(2mi/3) 


一 一 .一 一- 


x? + y2 42% 


(x? = y?,22% — x? ~ y*) 


(XY X22, YZ) 


€ = exp(2ni/3) 


ie 


Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 X + y” + 2% 
1 e em 1 1 £ c* l (x? - y”, 2z? - 

Es A ge g 1 1 &* æ | x? 一 y?) 
Ti 3 0 0 -1 3 0 0 -1 | CRs, Ry, Rg) | (XY XZ, yz) 
Au 1 1 1 1-1-1 -1 -1 

1 =] -e@ ~-éE* -] 
Eu 1-1 -e* ~e -] 
Tu -1 -3 0 0 1 1(xyyyz) 
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ism) | E 8Cs 3C2 6S4 604 | 


Ay X? + y2 42% 

A; 

E (227 - x? — y*, x7 — y?) 
T'i 0 (Res Rys Re) 

Ta (X,Y,Z) (XY XZ, Y2) 


432(0) | E 8C» 6C5 6C, 3C2(=C2) 


x? + y? + 27 


(x? = y*,227 ~ y? = y*) 


1 -1 (xX, YZ CR, 
Ry, Re) | 


(XV, XZ, YZ) 


| ooo 
(0, | E C3 6C, 6C 4 22， t 654 8Sa 30p Gog 


~ -一 一 - —__—... 一 —— 42S 


,一 -一 


Ág il 2 1 1 1 l 1 1 1 i x2 + y* + 2% 
Áz {1 1-1-1 1 1-1 1 1-1 


Eg |2-1 0 0 2 2 0-1 2 9 (222 - x?- 
yx? -= y?) 


Tig Ii3 O-1 1 -1i 3 1 0 -1 -1) (Ry Ry,Rs) 
Tag |3 0 1-1 -1 3 -1 0-1 1 (X2, Y2 Xy) 


UES EPMA TA a, BRT BAA MB 是 Mulliken 符 
H. 下面 举 几 个 例子 ， 将 Mulliken 符 号 和 Bethe 符号 以 及 Bou- 
ckaert-Smoluchowski-Wigner 符 号 作 一 个 对 恨 。 


ey De | 


Mulliken Bethe BSW Mulliken Bethe BSW 
(化 学 符号 ) 《化 学 符号 ) 
Ay, r? i Ars ry Mi 
Aas rs l2 Azs rs M2 
E, T+ Di2 Bi, rs Ms 
Trs : Tis Bo. rs M, 
Tos rs Ps E, rs Ms 
Ars Ti 1 Avs ry Mi 
Aan Ts A Azu ls M2 
Eu rs M2 B's Ti M3 
Tn r3 Dis Bos iv Ma 
Tzu rs Dos Ey ls 5 
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My x 9 


230 种 空间 群 的 对 称 操 作 


这 里 ， 选 自 人 ovalev 著 作 的 这 些 表 ， 指 出 了 全 部 空间 群 的 对 
称 操作 是 如 何 写 出 的 。 正 如 6-5d 节 所 讨论 过 的 ， 这 些 对 称 操作 全 
都 是 相对 于 单 胞 中 同一 个 固定 原点 的 ， 在 那 一 节 中 ， 也 还 讨论 了 
有 关 这 些 表 的 其 它 问 题 . Kovalev 的 著作 中 还 含有 大 量 其 它 资料 ， 
包括 与 布 里 渊 区 中 所 有 特殊 点 和 特殊 RA RA BRB RA 
表 。 但 需 注意 ， 在 Kovalev 表 中 ， 所 有 的 面 和 方向 指数 都 是 写 在 
圆 弧 号 之 中 的 。 此 处 选用 的 表 已 经 取得 出 版 者 Gordon 和 Brea- 
ch 的 园 意 .)《〈 在 以 下 各 表 中 也 已 引用 了 J. L. Warren 所 作 的 修 
正 ， 原 文 发 表 于 Rev。Mod。 Phys. 40, 38(1968).) 
A。0, 类 。 这 是 直角 坐标 的 第 一 个 品系 。 对 称 元 案 有 ; 
h = (xX，y，2) 一 一 - 恒 等 变换 
h。= (XY，7，5) 一 一 绕 (1，0，0) 旋 转 180? 
h =(X, y, 2)-—28(0, 1, 0)HE4$180° 
hy =(X, 5, 2)——#8(0, 0, 1)#€48180° 
hs =(y, 2, x)—-# (1, 1, 1)9##240° 
he = Cy, 2, X)——#8(1, 1, 1)He##120° 
hy = (7，z，Z2) 一 一 绕 (I，1，1) 旋 转 120? 
ha = (了 ，5，xX) 一 一 绕 (1，1，17 旋 转 120? 
hy = (2，X，y) 一 一 绕 (1，1，1) 旋 转 120? 
hig = (2z，#Z，7) 一 一 绕 (1，1，17 旋 转 240” 
hy = (5E，X，7) 一 一 绕 (1，1，1T) 旋 转 240? 


hyp =(2, Z, y)— #0, 1, 1) He ##240° 
hig =(¥, X, 2)——-#(q, 1, 0) 4#180° 
Fah sTtRAFLNG CR, KKBI RIG, hos s 
hog, hi = A, hize 这 些 元 素 是 ， 

hig = (了 ，X，2) 一 一 绕 (0，0，1) 旋 转 90。 
his=(y, X, 2)——-#(0, 0, 1)€4#270° 
hig = (7，X%，5) 一 一 绕 (1，1，0) 旋 转 180” 
hip = ( 2，5，Jy) 一 一 绕 (0，1I，1) 旋 转 180” 
hig =(X, z, y)— #0, 1, 1)#E4#180° 

hy = (x, Z, y)— #1, 0, 0) 旋转 90° 
hog = (x, 2, Y)— B, 0, 0) He 4#270° 
ha =(2, J, 3)— HG, 0, 1)He$180°. 
hy = (2, y, x)— #0, 1, 0)#E##270° 
hog = (2, Y, x)—- #1, 0, 1) HE FF180° 
hy = (2, y, X)——ZBCO, 1, 0) fE4890° 
hog =(X, y, 2) 一 - 反 演 

“如果 再 用 反 演 乘 上 列 全 部 元 素 ， 我们 就 得 到 O RPM M 
MTR ICR, Bl hogy = hy 2 Mog = hog * hxCR=1、2、…、24)， 

hog = (元 ，y，2) 一 一 对 (1，0，0) 面 的 反映 
hı = (X，3，2) 一 -对 (0，1，0) 面 的 反映 
hog = (X，y，z) 一 一 对 (0，0，1) 面 的 反映 
hog =h :hss =(9, 25 X), 


hz = he * hog =(y, z, x), 
hs =hy + ha =(y, Z, x), 
hsp =hg hs =(y, 2, Žž), 
hss =h, + ha == (2, X, J), 
hs, = hio . hos = (2, X, y); 
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has = hy, chy =(2,.%, y) 

hss = hip © hs == (2, x, J) 

hsy = (y，x，2) 一 一 对 (1，1，0) 面 的 反映 ， 

hog = Cy, Z, 2)——#800. 0. DAKR RRR, 

hog = (7, x, 2)——#8(0, 0, DH ERS RRR, 

ho = (9, Z, 2— AQ, 1, OMWRR, 

hy, = (x, 2, y)— HOO, 1, DANKE, 

hy = (x, Z, YI— AHO, 1, DARE, 

hs = (%y z, J)— ZC., 0. OFT HI270° BR he HF, 

hy = (2，5，y) 一 一 绕 (1，0，0) 方 向 的 90* 镜 象 旋转 ， 

hs = (2，y，2%) 一 一 对 (1，0，17 面 的 反映 ， 

hig =(z2，7，2) 一 一 绕 (0，1，0) 方 向 的 90" 镜 象 旋 转 ， 

h=, 5, 区) 一 一 对 (1，0，1) 面 的 反映 ， 

hig = (3，F，X) 一 一 线 (0，1，0) 方 向 的 270" 镜 象 旋 转 ， 

为 了 表示 得 更 明 析 ， 我 们 画 出 了 一 个 立方 体 图 ,如 图 14 所 示 。 
在 这 个 图 的 表面 上 ， 我 们 表示 出 了 由 点 1 出 发 经 过 AH Onr 相应 
元 素 1 作 用 后 所 得 到 的 全 部 点 。 在 这 里 ， 我 们 实 际 上 已 经 给 出 了 


Ork ICH. Aa hoy WREE (hit 导出 的 是 点 群 0)。 至 
于 On 中 其 余 元 素 的 乘法 规律 ， 则 是 ， 如果 
hshy = hy, (j, k, l=1, 2、…、24)， 


则 有 


hju ° hy = h; ° RT = hiss 


124 ° ħg+z4 一 hy. 


B. Den 类 。 这 里 所 用 的 是 A 坐标 系 。z HH 6 次 轴 方 向 ， 
它 与 x 轴 和 y 轴 成 直角 。x 轴 和 y 轴 之 间 夹 角 为 120° .各 个 坐标 轴 方 
向 的 单位 矢量 为 ee、ev、ez。 对 于 每 一 个 对 称 元 素 ， 由 三 个 数 给 
出 的 数组 代表 把 xez + yey + zez 变 换 成 新 矢量 的 坐 标 。 这 些 对 称 


TOR Fe: 


hi =(x, y, 2) 
hy =(x—y, x, 
hs =(¥, x—y, 
h, =(%, ¥, 2 
hs =Cy—x, J, 
he = (y, Ys 
h, =(%, y—x, 
h, = (9, ž, 2 
hy = (x—y, J» 


hio = (x, x—y, 2 


hi, =(y, X, 2 
his = (y—X, Yy, 
ha =(X, J, 2 
his = (一 X，2， 
his = (y, x; 
hie = (x, y, 2) 


hi = (x—y, X, 2 


一 一 恒 等 变 换 
z) —— (0, 0, 
z) -— (0, 0, 
) —— #400, 0, 
z) ——0, 0, 
z) -— (0, 0, 
Z) —— %0, 1, 
) — ZC, 1, 
z) 一 一 绕 (1，0， 
Z) 一 一 绕 (2，1， 
) 一 一 绕 (1，1， 
Z) —-#(1, 2, 
) 一 一 反 演 ， 
Z) ——#i(0, 0, 
2) ——Zi(0, 0, 
一 一 对 (0，0， 
2) —— (0, 0; 


1) fe #3 60° ， 
1 ) 旋 转 120”， 
1) 旋 转 180?， 
1) 旋 转 240 ， 
1) 旋 转 300"”， 
0) 旋 转 180”， 
0) 旋 转 180”， 
0) 旋 转 180 ， 
0) 旋 转 180°， 
0) 旋 转 180”， 
0) 旋 转 180”， 


1) 方 向 的 240" 镜 象 旋转 ， 
1) 方 向 的 300" 镜 象 旋转 ， 
1) 面 的 反映 ， 

1) 方 间 60" 镜 象 旋转 ， 
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hig=(3, x—y, 2) 一 一 绕 (0，0，1) 方 向 120° 镜 象 旋转 ， 

hia =(x%, x—y, z) 一 一 对 (0，1，0) 面 的 反映 ， 

hoo =(¥, %, 2) 一 一 对 (1，1，0) 面 的 反映 ， 

ho, =Cy—x, y, 2) 一 一 对 (1，0，0) 面 的 反映 ， 

hog = CX, y—x, 2) 一 一 对 (2，1，0) 面 的 反映 ， 

hog = (9, 3, 2) 一 一 对 (1，1，0) 面 的 反映 ， 

hog = (x—y, J, z) 一 一 对 (1，2，0) 面 的 反映 ， 

图 12 所 示 是 一 个 六 方 柱 ， 其 上 表示 出 从 点 工 出 发 经 过 旋转 或 
镜 象 旋转 操作 所 得 到 的 全 部 后 。 

这 里 ， 实 际 上 也 已 给 出 了 Den 类 所 有 元 素 的 习 法 表 。 


”2。 布 拉 菲 点 阵 
这 里 ， 我 们 用 下 列 符号 来 描述 晶体 的 布 拉 菲 点 阵 ， 用 ai az 
as 表示 点 阵 的 基本 周期 ， 用 2rz、 ZTy、 27r: 表 示 直 角 坐 标 系 中 相应 
轴 方 癌 的 点 阵 周 期 。 
=F BR 
Dp MRAR, Ka, 、a。、as 之 间 有 不 同 的 角度 。 


fe & 
lan EARE, atz = 0 平面 内 ，az= C0, 2ty,0),a.= 
(0, 0, 272). 
1 一 一 侧面 心 ， ai 在 z=10 平 面 内 ， a= (0, Tys = Tz) 33 二 


(0, Tys Te) 


正 交 晶 系 


了 0 一 一 简单 点 阵 ， a, =(2T,,0;0), az= (0,275,,0), 
ag=(0,0,2t,). 
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rs 


底 心 点 阵 ， al = (Ty, Ty, 0)s az=(《 一 TryTyy0)， 
ag=(0,0,27,). 

1 4 一 一 面 心 点 阵 ， al = (0)ryyrz)， az= (rzy0)rz)， 
Ag = (Ty5Ty,0). 

体 心 点 阵 ， a= C—TesTysTe)s Ags (Tey 一 TryTz)， 


a3 = (Tasty, 一 Tz)。 


Is 


Oy MAC, =t,=7) 
1 一 一 简单 点 阵 ， a = (27,0,0), a,=(0,2T,0); 
as= (0,0,27,). 
站 i(q) 一 一 体 心 点 阵 ai=(-rrrz)， a= (tT, 一 T)Tz)， 
ag=(T,T,-—T2). 
1 一 一 也 是 体 心 点 阵 ， 但 所 选 的 基本 周期 不 同 ， 


a,=(0,7,7,); a2= (T,0,7T,), as = (T,7,0), 


立方 唱 系 (Tx = Ty = Ts=7) 
三 一 一 简单 点 阵 ， a1=(27,0,0)， as= (0,27,0)， 
| as= (0,0,27). / 
1 一 一 体 心 点 阵 ， a= C-t,t,t) a=(T,-T,T), 
as= (T,T,—T)., 
太一 一 面 心 点 阵 ， ai= (0,r,r)， az= (7T,0,7)， 


as = (t,7,0). 


i fe 


Dyn Et RBA, a2, as 有 相等 长 度 但 不 在 同一 平面 内 ， 
我 们 规定 a + az + as= (0,0,27,), 
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KHER 
太一 一 矢量 as tHTa Ma, afa: 之 间 夹 角 是 120"，,ali = 
a2 闪 2a3， 矢 量 ai 在 ez 方向， 矢量 az 在 evy 方 向。 


3. 空 i) & 


两 个 空间 群 元 素 o= torch, Ag’ tarh RARR hs 
其 间 只 是 相差 一 个 整数 周 期 平移 9 -a= ma, + nza + ngage 因此， 
为 了 描述 空间 群 ， 只 要 列 出 那样 一 些 对 称 元 素 9， 其 中 各 含有 不 
同 的 旋转 或 镜面 旋转 户 ， 这 对 我 们 来 说 就 足够 了 。 下 面 给 出 的 是 
230 种 空间 群 表 ， 其 中 ， 最 上 一 行列 出 了 旋转 或 镜面 旋转 的 符号 。 
在 开始 一 栏 标 有 空间 群 符号 的 各 行 中 ， 在 元 素 乌 之 下 ， 给 出 的 是 
在 作 了 相应 的 旋转 或 镜 象 旋转 hy 之 后 还 要 沿 矢 量 & 方 向 所 作 的 平 
移 。 在 单 锋 唱 系 中 ， 我 们 将 秋 量 a 写成 点 阵 基本 周期 矢量 a,、a2、 
as 的 线性 组 合 形式 。 对 其 它 情况 ， 我 们 将 矢量 a 表示 为 直角 坐标 
系 各 个 轴 的 分 量 r。、ry、+:。 空 间 群 表 的 第 二 栏 表示 的 是 布 拉 菲 点 
阵 类 型 。 在 所 有 的 表 中 ,我 们 都 咯 去 了 与 便 等 变换 户 对 应 的 一 栏 。 

这 些 空间 群 表 都 选 自 文献 [10]， 但 作 了 一 点 小 小 的 改动 。 这 
些 改动 是 由 于 在 基本 晶体 点 阵 内 所 选取 的 原点 位 置 不 同 所 致 ， 所 
涉及 的 有 Dan 类 的 群 以 及 Di、D8、Dia、D$a、D3n、Din、Din、 
Ding. * 


THER. ,+ 类 型 点 阵 
Ce 类 。 这 个 类 有 一 个 群 Ci， 它 只 有 平移 。 
C1= S: 类 。 属 于 这 个 类 的 只 有 一 个 群 C}， 它 是 平移 子 群 和 反 
演 的 直接 乘积 。 
© 在 文献 [10] 中 关于 Os 和 O104 群 的 叙述 有 错误 。- 原 注 
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C2 


o 


oa 


o 


O O 
NU NÒ NØ NN 
a rl i 


o 
NA 


Trs 0， 0 


Tee Qs Tz 


0; 0, Tg 


hey 


0, Oy Te 
Txs 0, 9 
Tx, 0, 0 
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C3, lg Tr, 0, 0 0, 0, Ts Tr, 05 Ts 
C3, To Trs 0, Tz Tx Os Ty 
C3, Fo Try Ty,0 | 0, Ty; 0 Tx, 0, 0 
C3, lo Tzs Tys Ty | Or Tys Ts Tx, 0, 0 
cy 工 。 Tzs Tys Ô | Os Tys Ty Tzs 0, Tg 
Ci! ro 

C32 rs 0, 0, Tz 0, 0, Ts 
Ci 8 0, 0, Ts 0, 0, Ts 
cys r$ 

Cz o 

C3! VS 0, 0, Ts 0, 0, Ts 

C33 lo Tx, 0, 0 Tx, 0» 0 


i 点 阵 类 型 | h | hy | ja 

C34 r$ o p 
C35 rs | O, Ty, 0 Os Ty, 0 
Cis rs : 0, Os rs 0, Os Tz 
C27 rs i i | 0, Tys Ts Os Tys Ts 
D: =V % 

群 点 阵 类 型 he hs ha 

D} To 

' D3 To 0, 0s rs 0, 0; Te 
D3 To Ta, Tys 0 Try Ty, 0 
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De 
D3 
D3 0 
D7 
2 
Da 
9 
2 


Tx» 


0 


0, Oy Tg 


0, 0, Ts 


Tus Ty, ťa 
0,0,7; 


Try Tesd 


Tx Ty, 0 
Tr 0,0 


0,Ty,0 


Try Ty, Ue 
0,Ty,0 
0,0,T, 
Tr» Ty, 0 


Tx, 0,7: 


群 

Dz; | Te 

De, To 

D4, |e 

D3, [To 

D3, |To 0,0,t, |0,0, Ts 

Do lo 0,0,t, [0,0,Ts 

D3, Ts 0,0,t,  0,0,T, 

D3, |To- DOT |0,0,Ts 

D8, [To | testy, 0 | rys Ty, 0 

Di? | Po | tus Tys0 | tes Ty, 0 

DBs [To | tx: rys0 | ts Ty, 0 

Dii Fo | trotys0 | tes Ty, 0 

D3? Iro rxsTys0 | Tey Ty, 0 

DB | To es ys0 Txs Tys 0 

DER Lo TxrsTys0 OTysTs Tr.0, Ts 
Dio |To rery,0| \ 


Trs Ty, Md Trr O09 Ts | Txs Ty, 0 


0， Tys Tl 


Te, 0, 0 


Tey Ty ts 
0,0,%; 


Tr Ty, 0 


Try Ty,0 


Tr: 9,0 
0, Ty, 0 
TxyTy?0 
0,0,T, 
Tr 0,0 


Trs Ty aT 2 


0, Ty, Ts 


Fry Ty,D 


0, Tys 0 


Tzyty,Tz 


| 0,057: 


Tx, Ty, 9 
0,0,%, 
Tre Ty Ts 
try0sTs 
O TYsT 
Tes Ty, 0 
0,0,7; 
Txr 0,0 


Fay Ty, Tz 


0, Ty Ts 
0» Ty, rs 


Txs OTe 


DX 
ae he hs hg | has hag hoy hoe 
T | 


Tap tyrTa 
0,0,T, 
Txpty,0 
0,0,T; 
TrsTysTg 
Fxee0,Ty 


O, TysTz 


Try Ty, Ty 
0,Fy,0 
0,0,1s 
Fay Tys0 
Tas 09 Ts 
Tre 0 pty 


0, Ty, Ts 
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L |b |e | ts tee | ha 
D2? To 040, ta 0,0, Ts | 0,0, Ts | : 0,0,7, 
D2 r$ 0,0, Tz 0,0,T, | 0,Ty,0 O, Ty, Ty | 0. Ty, 0 : OTy, Ts 
Dy |r} | 3 | 

2p (TS 0,0,rs | 0,0,T, 0,0rz © 050,57, 
3, | To 0,Ty,0 | 0,Ty,0 | 0,Ty,0 Oy Ty,0 
34 To 0,Ty, Tz | 0, Tys Tg ty, Tz | OTysTs 
DR? Th 
D3? rs | | 
D36 |r% 0,0,73 | 0,0,73 050,T, | 040,75 
27 | Tg 0,0, Ta Te,0,0 | 0, ty,0 | §0,0;te | ras00 | Oy typ 
Dze DS 0,0, te T00 | 0,Ty,0 0,057: | Txs, ty | 0,Tys Tz 


| 
RBA BRK Di 


| FA BE RD hia | ha his 
y \ 
I‘; 0, 0, -2 | 0; 0, Ts 0, 0, H 
iv 0, 0, Tz ! 0, 0, Ty 
Ta | 0, 0, S 0, 0; Ts 0, 0, 7 
r? Ca) 
1 (a) 0, T; 一 0, T, 一 全 


群 | 点 阵 类 型 hao he haz 


0;0,T, 


0,0,T; 


0; 0; T3 


| 0,0,T, 
05057, 


4 0,0,T, 


0,0,T, 


to | wt 


| 
0,0,7, OOF 0,0, T3 


0,0,T, | 0,0, Tz 050573 
T,T,0  T,T, 0 | T,7T,0 


Bed CiT, Tg | yt, 


| TT,0 T,7,0 

2 | Te | 0,052) 0,058, no 0,0, 822 , 0:r。 

4 Ta | 0,0, | 00,7 00,352 7,7, 0 aye Sts T, TTs 
D3 la | 0,0 Tz 0s 0s T: : 0,0,T 

Ds . Ug 0,0, Tz 0,0,7, | T,T,0 : Tt, T / T,T,Ts 

Dz | Te | 00,558) 0,0,r | 0,0, . 0,0, 5° | 0 0, rs 


0,0,7, 
™,T,0 


Ty tye 


Tat, T, 


Fa 
no 


32. 


H la 0,0,—— 0,0,7; | 


2 


y (a) 


3° I" (0) 0， r, 


Dy, has ( = 有 反 演 ) 类 . 群 ， 


| Ah = Da + DiX h25, 

D3, = Da + Dax tio.orpthass 
DÌ, = 15+ DiX te.rothzs 
DÅ, = D4 + DAX teree,) Mass 
DŽ, = Di + Dsx has; 

D$, = D2 + D2 x tio.o,.,)*hass 
Dz, = Di + Dī x tr,r,0) fess 
D3, = D3 + DEX terr ths 


D3, = Di + D5 x hass 


Da? = DE + D3 too, 0.05)" hes 


Dy, = Dz + D3 X te.e,0)*hass 
D}? = D} + DÈ x tuee thes 
D4? = D$ + DE xX hags 
Di? = D+ D$ x tio,0.72)*h ass 
D3% = D$ + DẸ x hirsrso* has» 
Die = Ds + Ds x Ferrera)’ hs! 
Day = Da + Da X hess 

a, = D + DÌ xX tooro hass 


10 . 
Dag = Dad + De x t0,r, Fey Mas, 


a} = Di? + DAO x 9,5, 382) thas 


立方 &@ 系 9, 


Fe T,T,0 Ost, T T,0,t 


a | 


| l 


Tt,0 OT T T, OT: T T O| OT T TOT 


: 


r? 00T 7,040 07,0. LAR 70,010,750! 0,0,7|7,0,0/0,70 
! | | 


| 
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O-h,.( = 481, I, 0)180° he T'ha: RRR 
转 ) 类 . 服 于 这 类 的 群 有 ， 于 这 类 的 群 有 ， 


O'=T?+T'x Ms, | T =T1+Tixhzs, 
OF =T'+T! X tee anthias 了 T2 = 了” + Tixtr,rr) "hzss 
Oe=T4+T*xt,Tt r r “hn, TE =T*+T*x hogs 
(一 ， 一 "一 ) 
. 2 2 2 
O7 = T4+T4 x fr 3r 3t ehia, T3~T?2+1T?x hows 
(—,—,»—) 
2 2 2 
O? = T*#+T?x hyss | Ta=T?+T? xt 1 © tychass 
Ot = 了 2 二 了 2 x i T T T ehia 5 = 了 23+ 了 3XRzsy 
(ssy) 
2 2 2 
Os =T? +T? x hiss 7=T5+T"x hows 


OF =T" +T xt rt r This 


2 2° 2 


Td.hsr( = 对 (T，1; 0) 面 的 反映 ) 类 ， 民 于 这 一 类 的 长 有 ， 


Ti = T? +7" x hs7» T3=T?+T?x frryeps7y 
Ti =T! +T' xtor,r) haz» T3 =T3+T3x hsy, 
T3 =T? +1°xhsy, Tyo Te+T xt E, Sythe 


Oh (= 反 演 ) 类 ， 属 于 这 一 类 的 群 有 ， 


Oi =0' +0! x has OF = OF +O? x terese’ hass 

O? =0'+0'x heen thas» Of = 04+ 0% x ET Fy chase 
2 2 2 

O? = O02+ O02x hass OB = 04+ O4 xt 3r 3T 3T) shane 
2°2°2 

Of = 07 +O? x tr,r,r) "hos OF = OP +O” x has» 

OF = O? + O° x hags O}? = 0° + OF x hes, 
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REAAT BR 


Ca, Ta | | 
Cs, I, | 0, 0s T; | 0, 0, Ts | 0, 0, Ts 
| | | 


* 285" 


Cs 类 

if 点 阵 类 型 | ha | 

C3, Vs | 

C3, Th | 

C3, Pr, | 
| 

C3, Lra | 


0; 0; T: 


0, 0, Ts 


0, 0, Tz 


Os Q, rs 10, O, Tz | 0, Os Fa 


Dohis(= 反 演 ) 类 ， 属 于 这 一 类 的 空间 群 有 : 


D3a = Dart D} x hias 
1 1 
Su = Dar D3 X too, ras 


D3; = DÈ + D3 x his, 


3d = D+ DZ x toon pria» 
D3, = D3 + D3x hia 


6 7 7 
3q 一 D3 + D4 X foor AET 


D.hie(= 对 (0，0，1) 面 的 反映 ) 类 .属于 这 一 类 的 群 有 ， 


Di, = D4 + Dix his 


4 
Ds, = D3 + Dsx t00,0,r.) Ares 


3h = D3 + 3 xhie, 


2 
D3, = DZ + D3 Xto or he 


Cs 类 。 点 阵 类 型 广 , 


6 

T f 

Cz 0,0, = 0,0, 22 
f 

C3 0,0; 3 0,02" 
| ar 27 

C2 Js 0s 3 0,0, 3 
2T At 

Cs 02093 0,0, 了 

0,0,T. 


Coy ohy 5 = 反 演 ) 类 。 


e, = Cl + Cexhiss 
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= 
0, 0, 7, 0,0, cae | 0,0, 
ba ds Te 00000 | 0,0, S 
| | 0, 0 | 0,0. ats 
0,0) 3" | 0,0, 
| Os Os T: 0, 0, Tt, 


属于 这 一 类 的 群 有 : 


C3; = Cet CExhys 


Chio( = 对 (0，1，0) 面 的 反映 ) 类 ,属于 这 一 类 的 群 有 ， 
Cå, = Cat CX fros CE = C3 + Cex fhig 


2 1 ™ 4 3 6 "6 
C3, = Cet Cex fco,o.r three Cg, = Cet Cex to,0r,) "hig 


D..h;(= 绕 (0，1，0) 方 向 的 180 "旋转 类， 属于 这 一 类 的 群 有 ， 


Di = C+ Cix hy, Di = C2 + Cå x hy, 
D2= Cý + Cè x hy, D3= C3 + CE x hys 
D3 a C2+ C3xh,, S= C8 + Cx hy 


Dh sl 一 EM). 属于 这 一 类 的 群 有 : 


Ds, = Det Dix hiss DŠ, = D8 + Dg x fo,0,r2)°s ay 
Di, = Det Ds x ko, oaths Dé, = Det DÈ x his 


° 287 。 


参考 书目 
表 


N. F., M. Henry and K. Lonsdale (1952, 1965, 1969). “Interna 
tional Tables for X-Ray Crystallography”, Vol. 1. Kynoch, 
Birmingham, This is the book on Space groups, and for bre- 
vity we usually refer to it as the International tables, 

S. L. Altmann(1977). “Induced Representations in Crystals and 
Molecules”, Academic Press, New York. 

C., J. Bradley and A. P. Cracknell(1972). “The Mathematical 
Theory of Symmetry in Solids”. Clarendon, Oxford, Full 
grouptheoretical treatment of space groups and a very ex- 
tensive bibliography. 

D. K. Faddeyev(1964). “Tables of the Principal Unitary Rep- 
resentations of Fedorov Groups”, Pergamon, Oxford. 

V. A. Koptsik (1966). “Shubnikov Groups. Handbook on the 
Symmetry and Physical Properties of Crystal Structures”. 
University Press, Moscow(in Russian), 

O. V. Kovalev(1965). “Irreducible Representations of the Space 
Groups”, Gordon and Breach, New York, 

S. C, Miller and W, F, Love(i967). “Tables of Irreducible Re- 
presentations of Space Groups and Co-representations of Ma- 
gnetic Space Groups”, Pruett, Colorado, 

f. Zak, A. Casher, M. Gltick, and Y. Gur(1969). “The I[rredu- 
cible Representations of Space Groups”, Benjamin, New 


York, 


= (5) BS E 


W. Barlow(1894). On the geometric properties of homogeneous 


rigid structures and their application to crystals, Z., Krist, 


. 288 + 


23, 1(in German). 

M. J. Buerger(1956, 1963). “Elementary Crystallography, an 
Introduction to the Fundamental Geometrical Features of 
Crystals”, Wiley, New York. 

M. J. Buerger(1971). “Introduction to Crystal Geometry”. Mc- 
Graw-Hill. New York. 

J. J,Burckhardt (1966).“The Motion Groups of Crystallography”. 
Birkhauser, Basel(in German). 

I. J. Burckhardt(1967). The history of the discovery of the 230 
space groups, Archs, Hist. Exact Sci. 4, 235(in German). 

E. S. Fedorov (1891). Symmetry of regular systems of figures. 

Vseross. min Obshch., Zap. (D28, 1(in Russian). A full 

translation, by D. and K. Harker, is given in the American 

Crystallographic Association Monograph No. 7. 

Hilton(1903). “Mathematical Crystallography and the Theory 

of Groups of Movements. Clarendon, Oxford; reprinted by 

Dover, New York, 1963. 

D. Megaw(1973).“Crystal Structures, A Working Approach”, 

Saunders, philadelphia. 

« Schoenflies(1891). éTheory of Crystal Structure”, Teubner, 

Leipzig(in German). 

Sohncke(1879). “Development of a Theory of Crystal Struc- 

ture”, Teubner, Leipzig(in German). 

, Terpstra(1955) 。 “Introduction to the Space Groups”. Walters, 

Groningen. 

R. W. G. Wyckoff(1930). “The Analytical Expression of the 
Results of the Theory of Space Groups”, Carnegie last., 
Washington, 


z 


z 


> 


J 


g” 


一 般 结晶 学 


Acta Crystallographica(1948-). Munksgaard, Copenhagen, 
S, Bhagavantum(1966). “Crystal Symmetry and Physical Proper- 


°- 289 » 


ties”, Academic Press, New York. 

A. I, Kitaigorodskii(1955). “Organic Chemical Crystallography”. 
U. 5. S. R. Acad. Sci., Moscow(in Russian), translated 
by Consultants Bureau, New York 1961. 

H. Lipsou and W. Cochran(1966).“The Determination of Crystal 
Structures”, Bell, London, 

D. McKie and C. McKie (1974). “Crystalline Solids”, Nelson, 
London, 

H. 了 。Megaw 一 一 已 列 入 空间 群 的 前 述 条 目 . | 

J. F. Nye(1957), “Physical Properties of Crystals”. Clarendon, 
Oxford. 

F. C. Phillips (1963), “An Introduction to Crystallography”. 
Longmans, London. 

V. C. Sinclair, J. M. Robertson,and A.McL. Mathieson(1950). 
The crystal and molecular structure of anthracene, Acta 
Cryst. 3, 234. 

Structure Reports (1940—). Oosthoek, Utrecht, 

W. A. Wooster(1938). “Crystal Physics’, Cambridge University 
Press, 

R. W. G. Wyckoff (1963—1966, 1968). “Crystal Structures”, 
Vols. 1—-5. Interscience, New York, | 

Zeitschrift fir Kristallographie. Akademische Verlagsgesellschaft, 
Frankfurt. 


Hit 
L. P. Bouckaert, R. Smoluchowski, and E. Wigner (1936). 


Theory of Brillouin zones and symmetry Properties of wave 
functions in crystals, Phys. Rev, 50, 58. 
C. J. Bradley and A. P. Cracknell (1972). BAARREA. | 
G. Burns(1977). “Introduction to Group Theory with Applicatio- 
ns”, Academic Press, New York. 


D. K. Faddeyev(1964). BI]|ABAE. 
* 290 。 


P. J. Grout, J. W. Leech, and P. S. English (1975). The sym- 
metry properties of the normal modes of vibration of crystal- 
line carbon disulphide and chlorine. J. Phys. C; Sol. Stat, 
Phys. 8, 1620. ) 

M. Hamermesh(1962). “Group Theory and its Application to 
Physical Problems”, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts. 

H. Jones(1960). “The Theory of Brillouin Zones and Electronic 

States in Crystals”, North-Holland, Amsterdam, 

R. S. Knox and A, Gold(1964). “Symmetry in the Solid State”, 
Benjamin, New York. 


0) 


F. Koster(1957). Space groups and their representations, 

Sol. Stat. Phys. 5, 173. 

O. V. Kovalev(1965). BAIABAHB. 

M., Lax(1974). “Symmetry Principles in Solid State and Mole- 
cular Physics. Wiley, New York. 

G. Ya, Lyubarskii(1960). “The Application of Group Theory 

in Physics”, Pergamon, Oxford. 


A, A. Maradudin and S. H. Vosko(1968). Symmetry properties 


of the normal vibration of crystals, Rev. Mod. Phys. 40,1. 

S. C. Miller and W. F. Love(1967). BAIAAKE. 

H. W. Streitwolf(1967). “Group Theory in Solid State Physics”, 
Mac-Donald, London. 

J. L. Warren(1968). Further consideration on the symmetry 
properties of the normal vibrations of a crystal, Rey. Mod. 
Phys. 40, 38. 

G. Weinreich(1965). “Solids; Elementary Theory for Advanced 
Students”. Wiley, New York. 

E. B. Wilson, Jr., J. C. Decius, and P. C., Cross(1955). “Mo- 
lecular Vibrations-The Theory of Infrared and Raman Spe- 
ctra”, McGraw-Hill, New York. 

H. Wondratschek and J, Neubüser(1967). “Determination of the 


symmetry elements of a space group from the general posit- 


> 291° 


ions listed in International Tables for X-Ray Crystallogra- 
phy, Vol. I. "Acta Cryst. 23, 349. 
J. Zak, A, Casher, M. Glick, and Y. Gur (1969). BJJA RAH. 


° 202 ° 


Active operator 主动 算 符 3 

Affine group 仿 射 群 85 

Angular brackets 尖 括 号 29 

Anthracene 198 

Aromatic molecules 芳香 族 分 子 189 

Atomic position parameters 原子 位 置 人 参数 222 
Axes of reference 参考 轴 2,18 


Axial glide 轴 问 滑 移 97 


Basis 基 元 21,147 

Benzene #2 

Bloch theorem 布 洛 赫 定 理 230 

Body 一 centered cubic 体 心 立方 45 

Body centering 体 心 38 

Bravais lattices 布 拉 菲 点 阵 36,40 

Brillouin zone 布 里 渊 区 185,208 

C 

Center 中 心 7，10 

Center of symmetry 对 称 中 心 10 

Centering unit cell 有 心 单 胞 37,52 

Centering of lattices 点 阵 的 有 心 化 37 

Centrosymmetric crystallographic point groups 中 心 对 称 的 结晶 学 
点 群 60 

Centrosymmetric point groups 中 心 对 称 的 点 群 60,76，- 

Character 特征 标 207 ,220 | 

Chiral space group 螺旋 空间 群 128 
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Chirality 螺旋 性 10 

Class 26197 

Closure $f fi] #£59 

Complex #4190 

Compound operation 复合 操作 12 

Congruent 同 字 的 11 

Conjugate 4649191 

Convention se, UM, PY 3,459,10,21,25,27,69, 108; 


Conventional unit cell 惯用 单 胞 39,41,42,51,52,151， 
Coset #42190 


Counter-clockwise convention 反 时 和 针 规 则 9， 
Crystal 晶体 1,147 

Crystal class 2660 

Crystal structure pk tE tJ 21,87,147,168 
Crystal systems 晶 系 18，32， 

Crystallographic point groups 结 鼎 学 点 群 58,62 
Crystallographic space group 结晶 学 空间 群 84 
Cubic point groups WARE 75 

Cubic system 立方 品系 29,145,71,137 

Cyclic point groups 循环 点 群 60,74 


D 


Degeneracy 简 并 34 

Diagonal glide(n-glide) 对 角 线 滑 移 (n 滑 移 )98,99 
Diamond glide(d-glide) ”金刚石 滑 移 (d 滑 移 )98,99,123 
Diamond structure 人 金刚石 结构 175 

Dihedral point groups 二 面体 点 群 74 


E 


Enantiomorphic space group 对 形 空间 群 128 
Enantiomorphous operation 对 形 操作 10 


Essential operations 基本 操作 85,89,101,150， 
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F 


Face-centered cubic 面 心 立方 45 

Face centering 面 心 39 

Factor group 商 群 101,191 

Factor group of a space group 空间 群 的 商 群 193 
Factored set 商 集 191 | 

First Brillouin zone 第 一 布 里 渊 区 56,209 

First setting 第 一 种 定向 25,41,63,107,165 
Fluorite structure 营 石 结构 171 

Full symbol 完全 符号 65,108 


G 


General equivalent positions 一 般 等 效 位 置 10，88,100，101， 


General position 一 般 位 置 10 
Generating elements AJLA 187,207 
Glide planes 滑 移 面 90,92,97 
Group of atoms 原子 团 1,21 

Group of k k #211 


Group theory #7658,59,190,205 


H 


Handedness ¥#£8,10,11,5128 
Hemisymmorphic 半点 式 的 138 

Hexagonal axes of reference Te fy HH B16, 48 
Hexagonal close-packed 六 角 密 积 195 
Hexagonal coordinates 六 角 举 标 16 
Hexagonal system 六 方 唱 系 30,45,70,136 
Holosymmetric point group 全 对 称 点 群 62 
Homomorphism 同形 性 192 


pe -1 


. 295° 


Identity 人 恒 等 ， 恒 等 操作 4,59 

Identity matrix EBEE, 

Improper rotation axes 非 真 旋转 轴 7,12 
Interaxial angles 轴 间 多 19,21 
International approach 国际 方案 12， 
International notation 国际 符号 1,6,82 
Invariant subgroup 不 变 子 群 191 

Inverse 道 操 作 15,59 

Inversion 上 反 演 7,10 

Inversion through a center 中 心 反 演 7,10 
Irreducible representation 不 可 约 表 示 205,206 
Isomorphism ”同形 性 146,190 


Jones symbols 琼斯 符号 238 


Lattice 点 阵 18,21 

Lattice complex 点 和 阵 复 容 21,147 
Lattice point 阵 点 19,20， 

Lattice vibrations 点 隆 振动 146,219,224 
Laue class 5/2879 

Laue group 59 )2 779,80 

Laue symmetry group 劳 厄 对 称 群 79 
Little co-group 小 共 协 群 212 

Little group 小 群 211 


Mineral zunyite WAD 179 
Mirror image #411 
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Mirror plane 镜面 7,11 

Mirror reflection 镜 象 反映 11 

Mode analysis 模 分 析 219 

Monoclinic system Highs %25,41,63,107 
Multiplier 扩展 因子 213 

Multiplier representations 扩展 表示 211 
Multiply-primitive unit cell 复式 初 基 单 胞 20,36,156 


N 


Naphthalene 28200 

Neumann’s principle 7% ff Bi #160,189 

Nonessential symmetry operations 非 基 本 对 称 操 作 159 
Nonprimitive unit cell 非 初 基 单 胞 20， 
Nonsymmorphic operations 非 点 式 操 作 92 
Nonsymmorphic space group 非 点 式 空 间 群 86,182 
Normal mode of vibration 简 正 振动 模 52，156 
Notation 符号 65 

Number of positions 位 置 数 161 


Obverse Setting 正定 向 46,47,489 

One-face centering(base centering) 单 面 心 ( 底 心 )39 
Optical activity 旋光 性 128,130 

Order of the group 和 群 的 阶 59 

Order of the rotation 旋转 轴 次 4， 

Origin 原点 19,58,159 

Orthorhombic system 正 交 晶 系 27,43,66,114 


P 


Passive operator 被 动 算 符 3 
Periodic boundary Condition 周期 性 边界 条 件 84,206 
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Perovskites #§¢k#'175,200 

Phenazine #52: 200 

Plane group 平面 群 143 

Point groups 点 群 58,173,153 

Point group notation 点 群 符 导 80 

Point group of a space group 空间 群 的 点 群 100,88 
Point group of vector kK 波 矢 k 的 点 群 212 

Point symmetry operation 点 对 称 操 作 2,6 

Primitive cell 初 基 单 胞 51,52 

Primitive translation vector 初 基 平移 矢量 18 
Primitive unit cell(p-cell) 初 基 单 胞 (p 单 胞 )19,20，36 
Principal axis 主轴 12,74 — 

Proper rotation 真 旋转 4,6 

Proximity cell 近 域 单 胞 54 

Pure rotation 纯 旋 转 4,6 

Pure rotational crystallographic point groups 纯 旋 转 结晶 学 点 群 60 


R 


Real affine group Xf At #85 

Reciprocal lattice 倒 易 点 阵 208 

Reducible representation 可 约 表 示 206 
Reflection 反射 152,160 

Reflection across a piane 平面 反映 7,11 
Representation #7205 

Reverse setting 反 定 向 47,49 

Rhombohedral axes of reference HBA Hig 
Rhombohedral crystal system #4655 32,45 
Rhombohedral unit cell 383% MHHI32, 33.40.45, 134 
Right-hand convention 右手 规则 3,9,88 
Rotation axes 旋转 轴 6 

Rotation-inversion axes 旋转 反 演 轴 7,12 
Rotational point group 旋转 点 群 73 
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$ 


Schoenflies approach 能 夫 利 斯 方案 14,77,139 
Schoenflies notation 能 夫 利 斯 符号 4,6。14，80 
Screw axes 螺旋 轴 92， 

Second setting 第 二 种 定向 25,43,63,112,165 
Seitz operator 赛 效 算 符 85,150 

Shape 形态 图 63,66 

Short symbol 简略 符号 12，,65 

Similarity transformation 相似 变换 205 

Site symmetry 位置 对 称 性 160,161 

Small representation 小 表示 212 

Space groups 空间 群 60,84,102,137,146 
Space group symbols 空间 群 符号 103,151 
Space lattices 空间 点 阵 36 

Special centering (R) 特殊 心 (R) 39 
Special position 特殊 位 置 137，162 

Spur 了 迹 220 

Standard form 标准 形式 67 

Standard short symbols 标准 简略 符号 108 
Star of the representation 表示 星 212 
Stereograms 极 射 杰 面 投影 图 5 

Subgroup 子 群 60,65,77,190 

Symmetrical unit cell 对 称 单 胞 54， 
Symmetry elements 对 称 元 素 10 

Symmetry operation 对 称 操作 2,15 
Symmetry-related position 对 称 相 关 位 置 2,161 
Symmorphic space group 点 式 空 间 群 86,87,91,138 


T 


Tetracyanoquinone(TCNQ) 四 和 氰 本 200 
Tetragonal system 四 方 品系 28,44， 68，126 
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Trace 224,220 

Translation group 平移 群 205,206 
Translational inyariance 平移 不 变性 18 
Translational symmetry 平移 对 称 性 1 
Triclinic system =# i K24,41,62.104 
Trigonal system =FR K30,32,45.70,132 
Two-dimensional lattices Z 44/56 
Two-dimensional space group 二 维 空间 群 143 
Two-face centering 双 面 心 39 


Unit cell 单 胞 20 


Unit matrix MA pe 
Unitary multiplier representation 单一 扩展 表示 213 


W 


Wigner-Seitz unit cell 维 格 纳 - 赛 效 单 胞 54 
Wurtzite structure HAD 4479179 
Wyckoff notation SARAH 152,160 


Z 
Zinc-blende p 178 
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